Semaine 14

Semaine 12: il existe des langages non-semi-décidables il existe des langages indécidable, mais semi-décidables.

Semaine 13: comment déduire depuis ces résultats encore plus d’autre résultats sur des problèmes « peu décidables ».

Semaine 14: certains résultats très importants pour l’Informatique qui n’ont rien à voir avec les MT.

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-14.tex,v 1.4 2005/01/24 13:05:11 dbuenzli Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si (a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e pour un codage en binaire ;

– commencer par coder ce nombr e en binair e ;

$Id: notes-14.tex,v 1.5 2005/01/29 19:17:44 uwe Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.4.

4.10 Problèmes pratiques ...et indécidables

4.10.1 Définition (Jeu de Domi no) Soit Σ un alphabet.

Une jeu dedomino(A, B) de taille k ∈ N est une pair e d’applicatio ns A, B : [1,k] → Σ^∗ .

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k ∈ N définit une liste finie de pair es que nous notons : ) A(1) B(1) [ , ) A(2) B(2) [ ,···, ) A(k) B(k) [

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [1,k] → Σ^∗ .

Soit I = i_1 ·i_2 ... ·i_m ∈ [1,k]^+ un mot non vide. On définit :

f ⟨I⟩≜ f (i_1) ·f (i_2) ·... ·f (i_m )

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet.

Soit (A, B) un jeu de domino de taille k ∈ N et I ∈ [1,k]^+ .

1. I est une solution de (A, B) si A⟨I⟩= B⟨I⟩. 2. I est une solution partielle de (A, B) si

(a) A⟨I⟩est préfixe de B⟨I⟩, ou (b) B⟨I⟩est préfixe de A⟨I⟩.

Le problèmede correspondance de Post (PCP) consiste à déter miner si un jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A, B) est une instance du PCP.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A, B) une instance de taille k du PCP et I ∈ [1,k]^+ une solution de (A, B). Alors tout préfixe de I est une solution partie lle de (A, B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de taille k et I ∈ [1,k]^∗ . I est solution de (A, B) selon le PCP modifié(PCPM) si : A⟨1 ·I⟩= B⟨1 ·I⟩

(A, B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut être encodé en binaire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendr e la taille de l’alphabet ; – déterminer le nombr e de bits nécessair e ; – commencer par coder ce nombr e en binair e ; – puis, en binair e, toutes les pair es de l’instance du PCP ;

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– sépar er à chaque fois la suite avec le séparateur . Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniér e injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q, {0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’ilexiste z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ ) [ [] [ ⌊ q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standar d » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ ⌋ X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A, B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ ⌈ {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S ⌉ est la grammair e (non-co ntextuelle) définie par :

S →_G S_A { { S_B S_A →_G w_1a_1 { ··· { w_k a_k { w_1S_A a_1 { ··· { w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 { ··· { x_k a_k { x_1S_B a_1 { ··· { x_k S_B a_k

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-13.tex,v 1.6 2005/01/18 09:50:39 sbriais Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.3, et [Koz97] §32–34.

4.8 Raisonnem ent par réduc tion

4.8.1 Définition (Réduction)

Soit Σ , Δ deux alphabets et A ⊆ Σ^∗ , B ⊆ Δ^∗ . Une réduction de A à B est une application σ : Σ^∗ → Δ^∗ telle que :

1. σ est Turing-calculable par une machine totale.

2. w ∈ A ssi σ (w) ∈ B

Nous écrivons A ≤_{red} B s’il existe une réduction de A à B.

4.8.2 Lemme

Soit Σ_1,Σ_2,Σ_3 trois alphabets et A_1 ⊆ Σ^∗_1, A_2 ⊆ Σ^∗_2, et A_3 ⊆ Σ^∗_3. Si A_1 ≤_{red} A_2 et A_2 ≤_{red} A_3, alors A_1 ≤_{red} A_3.

4.8.3 Corollaire Soit Σ un alphabet, (Σ^∗ ,≤_{red} ) est un pré-ordre.

4.8.4 Théorème

Soit Σ , Δ deux alphabets et A ⊆ Σ^∗ , B ⊆ Δ^∗ tels que A ≤_{red} B.

1. Si B est décidable, alors A est décidable.

2. Si B est semi-décidable, alors A est semi-décidable.

4.8.5 Corollaire (Principe de réduction)

Soit Σ et Δ deux alphabets, A ⊆ Σ^∗ , B ⊆ Δ^∗ tels que A ≤_{red} B.

1. Si A n’est pas décidable, alors B n’est pas décidable.

2. Si A n’est pas semi-décidable, alors B n’est pas semi-décidable.

4.9 Propriétés des lang ages semi-décidabl es

4.9.1 Définition (Rappel) L_0 est l’ensemble des langages semi-décidables.

Sans perte de généralité on suppose que l’alphabet de ces langages est {0,1}.

4.9.2 Définition (Propriété) Une propriété P sur les éléments de X est un sous-ensemble de X. On peut le décrire :

1. par un prédicat P (x), on a alors P = {x ∈ X | P (x)},

2. ou par une fonction caractéristique P : X → {0,1}.

4.9.3 Définition (Décidabilité des propriétés)

Soit P ⊆ L_0 une propriété sur les langages semi-décidables.

4 TABLE DES MATIÈRES

$Id: notes-13.tex,v 1.6 2005/01/18 09:50:39 sbriais Exp $

semaine 13 Voir [HMU03] §9.3, et [Koz97] §32–34.

4.8 Raisonnem ent par réduc tion

4.8.1 Définition (Réduction)

Soit Σ , Δ deux alphabets et A ⊆ Σ^∗ , B ⊆ Δ^∗ . Une réduction de A à B est une application σ : Σ^∗ → Δ^∗ telle que :

1. σ est Turing-calculable par une machine totale.

2. w ∈ A ssi σ (w) ∈ B

Nous écrivons A ≤_{red} B s’il existe une réduction de A à B.

4.8.2 Lemme

Soit Σ_1,Σ_2,Σ_3 trois alphabets et A_1 ⊆ Σ^∗_1, A_2 ⊆ Σ^∗_2, et A_3 ⊆ Σ^∗_3. Si A_1 ≤_{red} A_2 et A_2 ≤_{red} A_3, alors A_1 ≤_{red} A_3.

4.8.3 Corollaire Soit Σ un alphabet, (Σ^∗ ,≤_{red} ) est un pré-ordre.

4.8.4 Théorème

Soit Σ , Δ deux alphabets et A ⊆ Σ^∗ , B ⊆ Δ^∗ tels que A ≤_{red} B.

1. Si B est décidable, alors A est décidable.

2. Si B est semi-décidable, alors A est semi-décidable.

4.8.5 Corollaire (Principe de réduction)

Soit Σ et Δ deux alphabets, A ⊆ Σ^∗ , B ⊆ Δ^∗ tels que A ≤_{red} B.

1. Si A n’est pas décidable, alors B n’est pas décidable.

2. Si A n’est pas semi-décidable, alors B n’est pas semi-décidable.

4.9 Propriétés des lang ages semi-décidabl es

4.9.1 Définition (Rappel) L_0 est l’ensemble des langages semi-décidables.

Sans perte de généralité on suppose que l’alphabet de ces langages est {0,1}.

4.9.2 Définition (Propriété) Une propriété P sur les éléments de X est un sous-ensemble de X. On peut le décrire :

1. par un prédicat P (x), on a alors P = {x ∈ X | P (x)},

2. ou par une fonction caractéristique P : X → {0,1}.

4.9.3 Définition (Décidabilité des propriétés)

Soit P ⊆ L_0 une propriété sur les langages semi-décidables.

6 CHAPITRE 3. LANGAGES NON-CONTEXTUELS

3.3 Ambiguïté

3.3.1 Définition Une grammaire G = (V,Σ ,P,S) est ambiguë s’il existe un mot w ∈ L(G) avec au moins deux arbres d’analyse distincts.

3.3.2 Théorème Il n’existe pas d’algorithme qui détermine si une grammaire est ambiguë.

3.3.3 Théorème Soit G = (V,Σ ,P,S) une grammaire et w ∈ Σ^∗ .

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe au moins deux arbres d’analyse distincts pour w. 2. Il existe au moins deux dérivations la plus à gauche distinctes pour w.

3.3.4 Définition Un langage L non-contextuel est intrinsèquement ambigu si toute grammaire G telle que L(G) = L est ambiguë.

3.3.5 Théorème Il existe des langages intrinsèquement ambigus.

6 CHAPITRE 3. LANGAGES NON-CONTEXTUELS

3.3 Ambiguïté

3.3.1 Définition Une grammaire G = (V,Σ ,P,S) est ambiguë s’il existe un mot w ∈ L(G) avec au moins deux arbres d’analyse distincts.

3.3.2 Théorème Il n’existe pas d’algorithme qui détermine si une grammaire est ambiguë.

3.3.3 Théorème Soit G = (V,Σ ,P,S) une grammaire et w ∈ Σ^∗ .

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe au moins deux arbres d’analyse distincts pour w. 2. Il existe au moins deux dérivations la plus à gauche distinctes pour w.

3.3.4 Définition Un langage L non-contextuel est intrinsèquement ambigu si toute grammaire G telle que L(G) = L est ambiguë.

3.3.5 Théorème Il existe des langages intrinsèquement ambigus.

6 TABLE DES MATIÈRES

4.10.14 Théorème Soit (A,B) une instance du PCP.

(A,B) est soluble ssi G_{AB} est ambiguë.

4.10.15 Corollaire Le problème qui consiste à décider l’ambiguïté d’une grammaire quelconque est indécidable.

6 TABLE DES MATIÈRES

4.10.14 Théorème Soit (A,B) une instance du PCP.

(A,B) est soluble ssi G_{AB} est ambiguë.

4.10.15 Corollaire Le problème qui consiste à décider l’ambiguïté d’une grammaire quelconque est indécidable.

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– séparer à chaque fois la suite avec le séparateur. Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniére injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q,{0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’il existe z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ � � � � � q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standard » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ � X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A,B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ � {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S � est la grammaire (non-contextuelle) définie par :

S →_G S_A � � S_B S_A →_G w_1a_1 � ··· � w_k a_k � w_1S_A a_1 � ··· � w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 � � ··· � � x_k a_k � � x_1S_B a_1 � � ··· � � x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– séparer à chaque fois la suite avec le séparateur. Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniére injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q,{0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’il existe z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ � � � � � q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standard » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ � X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A,B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ � {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S � est la grammaire (non-contextuelle) définie par :

S →_G S_A � � S_B S_A →_G w_1a_1 � ··· � w_k a_k � w_1S_A a_1 � ··· � w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 � � ··· � � x_k a_k � � x_1S_B a_1 � � ··· � � x_k S_B a_k

4.10. PROBLÈMES PRATIQUES ...ET INDÉCIDABLES 5

– séparer à chaque fois la suite avec le séparateur. Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniére injective) par des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP^⊕ ≜ {w ∈ PCP | w est soluble } PCPM^⊕ ≜ {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM^⊕ ≤_{red} PCP^⊕ .

4.10.9 Théorème PCP^⊕ est semi-décidable.

4.10.10 Définition Soit M = (Q,{0,1},Γ ,δ,q_0,B,F ) une MT.

Soit c = (q,i,rub) une configuration de M. Si rub(z) = B pour tout z ∈ Z, alors w_c ≜ ϵ. S’il existe z ∈ Z tel que rub(z) ≠ B, alors soit z_d,z_f définis par :

– rub(z_d) ≠ B ≠ rub(z_f ), et – ∀j ∈ Z \ [z_d,z_f ]. rub(z) = B.

Soit w_c ≜ rub(z_d) ·... ·rub(z_f ). Nous représontons c aussi comme élément de Γ^∗ QΓ^+ par :

Θ (c) ≜ � � � � � q ·B si w_c = ϵ rub(z_d) ·... ·rub(i−1) ·q ·rub(i) ·... ·rub(z_f ) si i ∈ [z_d,z_f ] q ·B^{zd − i} ·w_c si i < z_d w_c ·B^{i− 1− zf} ·q ·B si z_f < i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standard » dans lequel la tête se trouve à l’intérieur du mot commençant en position 1 :

Θ^{− 1}(X_1 ·... ·X_{i− 1} ·q ·X_i ·... ·X_n ) ≜ (q,i,rub)

où X_1 ≠ B ≠ X_n et tel que rub(j) ≜ � X_j si j ∈ [1,n] B sinon

4.10.11 Théorème L_U ≤_{red} PCPM^⊕ .

4.10.12 Corollaire PCPM^⊕ et PCP^⊕ sont indécidable.

4.10.13 Définition

Soit (A,B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ . Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : w_j ≜ A(j) et x_j ≜ B(j). Soit a_1,...,a_k des nouveaux symboles. Alors,

G_{AB} ≜ � {S,S_A ,S_B },Σ ∪{a_1,...,a_k },P,S �

S →_G S_A � � S_B S_A →_G w_1a_1 � ··· � w_k a_k � w_1S_A a_1 � ··· � w_k S_A a_k S_B →_G x_1a_1 � � ··· � � x_k a_k � � x_1S_B a_1 � � ··· � � x_k S_B a_k

Résumé

Type 3

Type 2

Type 1

Type 0 � * sémi-décida ble

décidable indécida ble

Algorithmique: à quel prix ? (temps, espace, ... )