
Semaine 14

Semaine 12:
il existe des langages non-semi-d�cidables
il existe des langages ind�cidable, mais semi-d�cidables.

Semaine 13:
comment d�duire depuis ces r�sultats encore plus 
dÕautre r�sultats sur des probl�mes Ç peu d�cidables È.

Semaine 14:
certains r�sultats tr�s importants pour lÕInformatique
qui nÕont rien � voir avec les MT.

4.10.1 Définition (Jeu de Domino) Soit Σ un alphabet.
Une jeu de domino (A,B) de taille k ∈ N

est une paire d’applications A,B : [[[1, k]]] → Σ
∗.

4.10.2 Notation Un jeu de domino (A,B) de taille k ∈ N définit une liste finie
de paires que nous notons :

[

A(1)

B(1)

]

,

[

A(2)

B(2)

]

, · · · ,

[

A(k)

B(k)

]

4.10.3 Définition Soit Σ un alphabet et f : [[[1, k]]] → Σ
∗.

Soit I = i1 · i2 . . . · im ∈ [[[1, k]]]+ un mot non vide. On définit :

f〈I〉 ! f(i1) · f(i2) · . . . · f(im)

4.10.4 Définition (PCP) Soit Σ un alphabet, (A,B) un jeu de domino de taille k ∈
N et I ∈ [[[1, k]]]+.

1. I est une solution de (A,B) si A〈I〉 = B〈I〉.

〈 〉 〈 〉

Le problème de correspondance de Post (PCP) consiste à déterminer si un
jeu de domino (A,B) donné a une solution ou non. Un jeu (A,B) est
une instance du PCP.



4.10.4 Définition (PCP)
N et [[[1 ]]]+.

〈 〉

2. I est une solution partielle de (A,B) si

(a) A〈I〉 est préfixe de B〈I〉, ou

(b) B〈I〉 est préfixe de A〈I〉.

4.10.5 Lemme Soit Σ un alphabet, (A,B) une instance de taille k du PCP et
I ∈ [[[1, k]]]+ une solution de (A,B).
Alors tout préfixe de I est une solution partielle de (A,B).

4.10.6 Définition (PCPM) Soit Σ un alphabet, (A,B) un jeu de domino de
taille k et I ∈ [[[1, k]]]∗. I est solution de (A,B) selon le PCP modifié (PCPM)
si :

A〈1 · I〉 = B〈1 · I〉

(A,B) est une instance du PCPM.

4.10.7 Définition Toute instance (A,B) du PCP(M) peut être encodé en bi-
naire, et en utilisant un symbole séparateur de la façon suivante :

– prendre la taille de l’alphabet ;
– déterminer le nombre de bits nécessaire ;
– commencer par coder ce nombre en binaire ;
– puis, en binaire, toutes les paires de l’instance du PCP ;

– séparer à chaque fois la suite avec le séparateur.
Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniére injective) par
des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP⊕
! {w ∈ PCP | w est soluble }

PCPM⊕
! {w ∈ PCPM | w est soluble }

4.10.8 Théorème PCPM⊕ ≤red PCP⊕.

4.10.9 Théorème PCP⊕ est semi-décidable.

4.10.11 Théorème LU ≤red PCPM⊕.

4.10.12 Corollaire PCPM⊕ et PCP⊕ sont indécidable.

4.10.8 Théorème PCPM⊕ ≤red PCP⊕.

4.8.5 Corollaire (Principe de réduction)
Soit et deux alphabets, ,5 Corollaire (Principe de réduction)

Soit Σ et ∆ deux alphabets, A ⊆ Σ
∗, B ⊆ ∆

∗ tels que A ≤red B.

1. Si A n’est pas décidable, alors B n’est pas décidable.

2. Si A n’est pas semi-décidable, alors B n’est pas semi-décidable.



3.3.1 Définition Une grammaire G = (V,Σ, P, S) est ambiguë s’il existe un
mot w ∈ L(G) avec au moins deux arbres d’analyse distincts.

3.3.2 Théorème Il n’existe pas d’algorithme qui détermine si une grammaire
est ambiguë.

4.10.14 Théorème Soit (A,B) une instance du PCP.
(A,B) est soluble ssi GAB est ambiguë.

4.10.15 Corollaire Le problème qui consiste à décider l’ambiguïté d’une gram-
maire quelconque est indécidable.

4.10.13 Définition

Soit3 Définition

Soit (A,B) une instance de taille k du PCP sur l’alphabet Σ.
Soit, pour tout 1 ≤ j ≤ k : wj ! A(j) et xj ! B(j).
Soit a1, . . . , ak des nouveaux symboles. Alors,

GAB !
(

{S, SA, SB },Σ ∪ { a1, . . . , ak }, P, S
)

( )

est la grammaire (non-contextuelle) définie par :

S →G SA

∣

∣ SB

SA →G w1a1

∣

∣ · · ·
∣

∣ wkak

∣

∣ w1SAa1

∣

∣ · · ·
∣

∣ wkSAak

SB →G x1a1

∣

∣ · · ·
∣

∣ xkak

∣

∣ x1SBa1

∣

∣ · · ·
∣

∣ xkSBak

R�sum�

Type 3

Type 2

Type 1

Type 0

!*

s�mi-d�cidable

d�cidable

ind�cidable

Algorithmique:
� quel prix ?
(temps, espace, ... )


