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Voir [HMU03] §7.1 et §7.2.

3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles
3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)

Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A→ ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A→ B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A→ α) ∈ P α ∈ Γ+

(A→ α) ∈ P ′
(A→ γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A→ γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G B qui utilise uniquement des produc-
tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).



Quiz...

Informatique Théorique III Quiz 8 Corrigé 8 déc 2004

Les explications des réponses sont marquées avec ♣.

1. Vrai ou Faux ?

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

%

réponses

non

Vrai Faux correctes

! " Soit M = ({p, q}, {0, 1}, {Z0 , X, Y }, ∆, q, Z0, {p}) un AAP avec ∆ tel que 8.33

∆(q, 1, Z0) = {(q, Y Z0)}, ∆(q, 0, Y ) = {(p, XY )}, ∆(p, 0, Y ) = {(q, ε)},
∆(p, 0, X) = {(p, XX)}, ∆(p, 1, X) = {(p, Y X)}.
On a clairement que (q, 100, Z0) "∗ (p, ε, XXY Z0). Alors on sait
aussi que (q, 100101010, Z0XXY Y ) "∗ (p, 101010, XXY Z0XXY Y ).

" ! Supposons que le graphe d’un AAP a une transition !"#$%&'(q0

b, X/Y
!!!"#$%&'(q1 . 8.33

Si on suit cette transition on doit remplacer le symbole Y au sommet

de la pile par le symbole X.
♣ Au contraire, on doit remplacer le symbole X au sommet de la pile

par le symbole Y .

" ! Supposons qu’une des transitions d’un AAP est ∆(q1, a, X) = {(q2, α)}. 6.25

Si on suit cette transition on doit empiler α sur X.
♣ On doit d’abord enlever X de la pile puis pousser α dans la pile.

" ! On veut construire un AAP qui accepte tout mot w ∈ {c, d}∗ de la forme 47.92

ccc∗d∗ et tels que |w|c = 3 ∗ |w|d.
Une stratégie possible est d’empiler un symbole C à chaque fois qu’on

lit un c en entrée. Puis, chaque fois qu’on lit en entrée un symbole d on
va compter si dans la pile il y a au moins trois C .
Par exemple on pourrait avoir la transition ∆(q1, d, CCCZ0) = {(q2, Z0)}.

♣ On peut accéder qu’au symbole le plus “en haut” de la pile !

On n’a pas le droit de connaître les autres symboles qui sont dans la pile.

! " Pour toute grammaire régulière G, il existe un AAPpile M tel que 25

L(G) = L(M).
♣ Toute grammaire régulière est non-contextuelle.

Clear Rounds = 33.33% (16 sur 48).
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semaine 9
Voir [HMU03] §7.1, §7.4.4, et §7.2.

3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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Voir [HMU03] §7.1, §7.4.4, et §7.2.

3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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Voir [HMU03] §7.1, §7.4.4, et §7.2.

3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε
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Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
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Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.
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des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
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Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗
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Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
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G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P
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Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
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(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V
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3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles
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Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Vε ⊆ V défini de manière inductive par :

(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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Un symbole A ∈ V est potentiellement vide, si A ⇒∗

G
ε.

3.5.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
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(A → ε) ∈ P

A ∈ Vε

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε

A ∈ Vε

Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Vε l’ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
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(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.
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des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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(A → ε) ∈ P
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(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Vε
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Alors A est potentiellement vide ssi A ∈ Vε.

3.5.3 Lemme (Elimination des ε-productions)
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Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) avec P ′ défini de manière inductive par :

(A → α) ∈ P α ∈ Γ+

(A → α) ∈ P ′

(A → γBγ′) ∈ P ′ B ∈ Vε γγ′ ∈ Γ+

(A → γγ′) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A → α) ∈ P est dite unitaire si α ∈ V .
Deux variables A,B ∈ V forment une paire unitaire (A,B) dans G,
s’il existe une dérivation A ⇒∗

G
B qui utilise uniquement des produc-

tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit UG ⊆ V × V défini de manière inductive par :

A ∈ V

(A,A) ∈ UG

(A,B) ∈ UG (B → C) ∈ P

(A,C) ∈ UG

Alors, (A,B) est une paire unitaire ssi (A,B) ∈ UG.

3.5.6 Lemme (Élimination des productions unitaires)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et UG l’ensemble
des paires unitaires de G. Soit G′ = (V,Σ, P ′, S) la grammaire dont les
productions P ′ sont telles que :

(A,B) ∈ UG (B → α) ∈ P α (∈ V

(A → α) ∈ P ′

Alors L(G′) = L(G).
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3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).

3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).
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1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).
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3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).
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3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).

3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).

3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).

3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).
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3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).
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3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

3.5.7 Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γ = V ∪ Σ.

1. Un symbole X ∈ Γ est génératif
s’il existe w ∈ Σ∗ tel que X ⇒∗

G
w.

2. Un symbole X ∈ Γ est accessible
s’il existe α,β ∈ Γ∗ tel que S ⇒∗

G
αXβ.

3. Un symbole X ∈ Γ est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

3.5.8 Lemme
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle, et Γ = V ∪ Σ.
Soit Γgen ⊆ Γ défini de manière inductive par :

s ∈ Σ

s ∈ Γgen

(A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P ∀i ∈ [[[1, k]]] . Bi ∈ Γgen

A ∈ Γgen

Soit Γacc ⊆ Γ défini de manière inductive par :

S ∈ Γacc

A ∈ Γacc (A → B1B2 · · ·Bk) ∈ P i ∈ [[[1, k]]]

Bi ∈ Γacc

Alors
1. X ∈ Γ est génératif ssi X ∈ Γgen.
2. X ∈ Γ est accessible ssi X ∈ Γacc.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traitent
les productions de la forme A → ε.

3.5.9 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle et Γgen

tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = ∅, alors S (∈ Γgen.

3.5.10 Lemme (Élimination des symboles inutiles)
Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) (= ∅ et Γgen tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G′ ! (V ′,Σ, P ′, S) avec V ′ ! V ∩ Γgen, Γ′ ! V ′ ∪ Σ, et P ′ tel que :

(A → α) ∈ P A ∈ V ′ α ∈ Γ′∗

(A → α) ∈ P ′

Soit Γ′

acc tel que défini (pour G′) au lemme 3.5.8, et G′′ ! (V ′′,Σ′′, P ′′, S)
avec V ′′ ! V ′ ∩ Γ′

acc, Σ′′ ! Σ ∩ Γ′

acc, Γ′′ ! V ′′ ∪ Σ′′ et P ′′ tel que :

(A → α) ∈ P ′ A ∈ V ′′ α ∈ Γ′′∗

(A → α) ∈ P ′′

Alors :
1. G′′ ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G′) = L(G′′).

3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5
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3.5.11 Proposition Soit G une grammaire non-contextuelle.
Soit G′ la grammaire résultant de (dans cet ordre) :

1. l’élimination des ε-productions selon le lemme 3.5.3,

2. puis de l’élimination des productions unitaires selon le lemme 3.5.6,

3. et de l’élimination des symboles inutiles selon le lemme 3.5.10.

Alors, G′′ ne contient aucune ε-production, aucune production unitaire,
et aucun symboles inutile.

Noter que si les trois transformations ne sont pas appliquées dans l’ordre
donné alors la proposition n’est pas garantie.

3.5.12 Définition (Forme normale de Chomsky)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire.
G est sous forme normale de Chomsky (FNC) si :

1. V ∪ Σ ne contient pas de symboles inutiles.

2. Les productions de P sont de l’une des formes suivantes :

(a) A → BC avec A,B,C ∈ V

(b) A → a avec A ∈ V et a ∈ Σ.

3.5.13 Théorème (Chomsky)
Soit G une grammaire non-contextuelle telle que L(G) \ {ε} $= ∅.
Alors, il existe une grammaire G′ en FNC telle que L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.6 Lemme de gonflement

3.6.1 Définition La hauteur h(t) d’un arbre t ∈ TN est défini par :

h
(
(n)

)
= 0

h
(
(n t1 . . . tk)

)
= 1 + max{h(t) | t ∈ { t1 . . . tk) } }

3.6.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire en FNC.
Soit (t,ψ) un arbre de dérivation pour w ∈ Σ, et n = h(t).
Alors, |w| ≤ 2n−1.

3.6.3 Théorème Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ.
Si L est non-contextuel, alors :

∃n ∈ N : ∀z ∈ L : |z| ≥ n ⇒



∃u, v, w, x, y ∈ Σ∗ : z = uvwxy

∧ vx $= ε

∧ |vwx| ≤ n

∧ ∀i ∈ N : uviwxiy ∈ L
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1. l’élimination des ε-productions selon le lemme 3.5.3,
2. puis de l’élimination des productions unitaires selon le lemme 3.5.6,
3. et de l’élimination des symboles inutiles selon le lemme 3.5.10.

Alors, G′ ne contient aucune ε-production, aucune production unitaire,
et aucun symboles inutile.

Noter que si les trois transformations ne sont pas appliquées dans l’ordre
donné alors la proposition n’est pas garantie.

3.5.12 Définition (Forme normale de Chomsky)
Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire.
G est sous forme normale de Chomsky (FNC) si :

1. V ∪ Σ ne contient pas de symboles inutiles.
2. Les productions de P sont de l’une des formes suivantes :

(a) A → BC avec A,B,C ∈ V

(b) A → a avec A ∈ V et a ∈ Σ.

3.5.13 Théorème (Chomsky)
Soit G une grammaire non-contextuelle telle que L(G) \ {ε} $= ∅.
Alors, il existe une grammaire G′ en FNC telle que L(G′) = L(G) \ {ε}.

3.6 Lemme de gonflement
3.6.1 Définition La hauteur h(t) d’un arbre t ∈ TN est défini par :
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3.6.2 Lemme Soit G = (V,Σ, P, S) une grammaire en FNC.
Soit (t, ψ) un arbre de dérivation pour w ∈ Σ, et n = h(t).
Alors, |w| ≤ 2n−1.

3.6.3 Théorème Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ.
Si L est non-contextuel, alors :
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