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Regularite

2.5.1 Théoreme (Rappel) Soit > un alphabet, L un langage sur . Les pro-
position suivantes sont équivalentes :

1. L estrégulier.

I existe un AFD M tel que L(M) = L.
Il existe un AFN M tel que L(M) = L.
Il existe un AFNe M tel que L(M) = L.

Il existe une expression réguliere x € REy; telle que L(x) = L.

ARl o A

6. Il existe une grammaire reguliere G telle que L(G) =L

/7.1l existe un AFNG M tel que L(M)=L
8. (... aujourd’hui ...)

2.7.10 Théoréme (Myhill-Nerode) Soit ¥ un alphabet et L C X*.
Alors| L est régulier ss{7#(X*/=, )< oo




0.3.6 Définition (Relation d’équivalence) Une relation d’éguivalence sur A est
une relation R C A x A réflexive, symétrique et transitive.

La|classe d’équivalence Ide a € A dans R est l'ensemble défini par

[Rla|= {bec A|aRb}

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur la relation R dont on parle, on écrit
la] pour |a]g.

Le|quotient A/r ‘est défini par :

Alr £ {ldr|ac A}

c’est I'ensemble des classes d’équivalences de A.
L'index |de R est le nombre de classes d’équivalence de R. Il est égal a
(

H( Al |(cf. 0.5.1). .




0.3.7 Lemme Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble A et p,q €
A, alors :

1.| pRq ssi [p] = [q]
2. Si[p] # [q],alors p & [q] et q & [p].
3./lpl =gl vVIp|Nlg =0
4.[A = UreA[T]- L]

0.3.8 Lemme Soit R, S deux équivalences sur A avec index fini et|R C S|
1. Vp€ A |[plr C [p]s

2. |#(A/R) = #(A/s) -




Deux equivalences

2.7.4 Définition Soi (Q.%.5.5. F) u
On définit la relation|=,, C ¥* x ¥* [par:

AN AN

r=pmY Ssi1 5(8,33) — 5(S7y)

2.7.7 Définition Soit > un alphabet e

On définit la relation) =, C ¥* x ¥*[par:

x=r Yy SSi VzEZ*.(szL — yzEL)




Myhill-Nerode (M-N)

2.7.1 Définition Soit > un alphabet, L C >* et R une équivalence sur X*.
R est une|L-congruence pi :

1. R est une congruence pour la concaténation de symboles a droite :
six Ry, alorsVa € ¥ .xza R ya.

2. Rraffine L x L, c’est a dire:
six Ry,alorsx € L < y € L.

R est une|relation de Myhill-Nerode pour L|si, de plus,
3. L'index de R est fini :|#(X*/r) < oc.

2.7.6 Proposition Soit M un AFD.
Alors|=) est une relation de Myhill-Nerode pour L(M)

2.7.8 Lemme Soit X un alphabet et L C X",
1. =1, est une L-congruence.

2. Pour toute L-congruence R, ona R C =.

C’est—é—direl =, est la plus grande L-congruence




Un automate par equivalence M-N

2.7.2 Définition Soit R une relation de Myhill-Nerode pour L C ¥*.
On définit I’AFD Mg = (Q, %, 4, s, F') par :

Q=Xr={[zlp|2zc X"}
s ={le|r
FA{lzlg|x€ L}

0: X" rx X — YR

([z]r, a) — |za]r

2.7.3 Proposition Soit R une relation de Myhill-Nerode pour L.
Alors‘L(MR) = L.




2.7.8 Lemme Soit > un alphabet et L C X*.

1. = est une L-congruence.

2. Pour toute L-congruence R, on a|R C =

C’est-a-dire =, est la plus grande L-congruence.

0.3.8 Lemme Soit R, S deux équivalences sur A avec index finiet R C S.
1. Vpe A.|plr € [p]s.

2.|#(A/R) = #(Afs).
2.7.9 Corollaire Soit M un AFD. Soit L = L(M).

l.l=p C =1 \
2 #(X=r) S # (3T /=y) < 0
3.| =L, est une relation de Myhill-Nerode pour L.




Theoreme principal

2.7.10 Théoreme (Myhill-Nerode) Soit > un alphabet et L C »*.
Alors‘L est régulier ssi #(X*/=, ) < oo.

2.7.11 Définition Soit L C ¥* tel que =, es
Alors l'automate| M=, est dit automate des classes d’'équivalences de L.

2.7.12 Lemme Soit L C E* tel que =1, est d'index fini. So1’en—

semble d’é ate des classes d’équivalences d€

S = (Q,X,9,s F) un AFD el que L(M) = L, alors‘#(@) 2 #(Qr).

% 2.8 Minimisation des automates



Encore une equivalence, mais sur Q!

2.8.4 Définition Soit M = (Q, X, 6, s, F') un AFD.
On définit la relation ~); C Q) x Q) par:

p =~ q | ssi VzEE*.(g(p,z)EF =i g(q,z)EF)

2.8.6 Lemme Soit M = (Q, X, 4, s, F') un AFD.

1. p~n gssiLy = Lg. (voir Def. 2.4.12)
2.1~ est une équivalence (sur ()).




Etats non-accessibles

2.8.1 Définition Soit M = (Q, 3,9, s, F') un AFD.
1. Un état g € Q est dit{accessible (detecter)

s'il existe un motjw € X* tel que d(s,w) = q.
2. LAFDlacc(M) = (Q',%, 8, s, F')| est défini par :
Q' = {q € Q]| q accessible }

5,é5 rQ’xE
F'2FNnQ

(eliminer)




Algorithme de minimisation (I)

1| Transformer M en acc(M)| = (Q, X, 9, s, F).

2.|Calculer I'ensemble R /|par la procédure suivante :

(a) Construire un tableau avec une entrée pour tous les couples
non-ordonnés {p, q} avec p,q € Q.

(b) Marquer tous les couples {p,q} telsquep € Fetq ¢ F.

c I F
(INIT) o 17

{p,q} €R,
(c) Répéter jusqu’a plus soif (hic) : A
a € X é(p,a)=p" 3 0(q,a) =4 ', q} cR

(STEP)

2 {p.q} €R,

1




Algorithme de minimisation (ll)

3.|Posons R = { (p,q) | {p,q} ZR
[ automate minimal est I’AFD W

2.8.10 Théoreme Soit un AFD M et R la relation obtenue en appliquant 1’al-
gorithme de minimisation sur M. Alors| R = &, ¢

2.8.11 |Lemme Si M’ est le résultat de la minimisation de M, et si M" est le
résultat de la minimisation de M’, alors M @M .

2.8.8 Théoreme Soit M un AFD avec acc(M) = M. Soit L = L(M).
Alors) M/~,,

=L




Quotient d’'un automate

2.8.3 Définition Soit M = (Q, X, 4, s, F') un AFD et

R une équivalence sur Q_I

On définit 'automate|M/r = (Q/r, X, O/r, /r, F/r)

pe@}

lpec F}

5/RI Q/RXZ%Q/R

(

[p] R

)

a) —

0(p,a)|r

par:

Le quotient est plus petit, mais est-il le plus petit des
quotients qui acceptent le méme langage que M ?



Comparaison

équivalence sur Q).

CQxQ

M/R — (Q/Rv 2, 5/R7 3/37 F/R)

Fir ={[plr|pe€ F}
(5/}{2 Q/RXZ%Q/R

(IR, a) =|10(p, @)|r

Myhill-Nerode pour L C }*
CX* X 2"

MR: (Q,Z,é,S,F)

Q=Y/r={[z]p |z € X"}
Sé[e:R
FE{[z]r |z e L}
0: X/rxX—Xr

(] R, a) —||zalr




Automates isomorphes

Renommer les états
de maniere compatible
avec les composants d’'un automate

2.8.2 Définition Deux AFD M1 = (Ql; 2751781,F1) et M2 = (QQ, 2,52, SQ,FQ)

sont dits isomorphes, noté M; = My, s’il existe une|application bijective

f 1 Q1 — Qzftelle que

1. f(s1) = s2.

2. Vg€ Q1. Va € X. f(01(g,a)) = 02(f(q), a)
3. q € Fyssi f(q) € Fs.




