Régularité

Informatique Théorique 3
2.5.1 Théoreme (R 1) Soit ¥ Iphabet, L un 1 2. L -
2004/05 position suivantes sont équivalentes = o

1. L estrégulier.

2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L.
3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L.
4. Il existe un AFN, M tel que L(M) = L.
5

. Il existe une expression réguliere x € REy; telle que L(x) = L.

Semaine 6

6. Il existe une grammaire réguliére G telle que L(G) =L
7. 11 existe un AFNG M tel que L(M)=L
8. (...aujourd’hui ...)

2.7.10 Théoréme (Myhill-Nerode) Soit ¥ un alphabet et L C 3*.
Alord| L est régulier ss{#(X%/=, )< oo.

0.3.6 Définition (Relation d’équivalence) Une relation d'équivalence sur A est 0-3.7 Lemme Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble A et p,q €

une relation R C A x A réflexive, symétrique et transitive. A, alors :
La|classe d'équivalence|de a € A dans R est 'ensemble défini par 1| pRyssi [p] = [q]
2. Sip , al t .
é{beA\aRb} i [p] # [q], alors p & [q] et q & [p]
3.l =l v Nl =0]
Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur la relation R dont on parle, on écrit 4fA=U,calr] O
[a] pour [a] r.
Le est défini par : 0.3.8 Lemme Soit R, S deux équivalences sur A avec index fini et

{[a]R\aeA} 1. Vp € A |lplr C [pls
2. [#(4R) > #(4s) .

c’est 'ensemble des classes d’équivalences de A.
L'index |de R est le nombre de classes d’équivalence de R. Il est égal a

#(A/r)|(cf. 05.1). 0




Deux équivalences

2.7.4 Définition 501@: 0.%.5.5. F) ur(AFD)
On définit la relatio |- ar -

x=py ssi |0(s,z) =d(s,y)

2.7.7 Définition Soit ¥ un alphabet e @
On définit la relatio par:

r=py ssi |Vz€2*.(mz€L — yzeL)|

Un automate par équivalence M-N

Myhill-Nerode (M-N)
2.7.1 Définition_Soit ¥ un alphabet, L C ¥* et R une équivalence sur ¥*.
R est unc| rcongriencel

1. R est une congruence pour la concaténation de symboles a droite :
siz Ry, alorsVa € ¥.za R ya.

2. Rraffine L x L, c’esta dire:
|sia:Ry,alorsxeL — yEL.|

R est unelrelation de Myhill-Nerode pour L|si, de plus,

3. L'index de R est fini :|#(X*/r) < cc.

2.7.6 Proposition Soit M/ un AFD.
Alors

2.7.8 Lemme Soit ¥ un alphabetet L C ¥*.
1. = est une L-congruence.

2. Pour toute L-congruence R, ona R C =y.

2.7.2 Définition Soit R une relation de Myhill-Nerode pour L C ¥*. 2.7.8 Lemme Soit ¥ un alphabet et L C X*.

On définit 'AFD Mg = (Q, %, 6, s, F) par:

Q &[Sk ={lz]r |z € T}
« 2]
F2({[z]p |z €L}

0: Xprx¥—XR

| ([a?}R, ll) — [za]R |

2.7.3 Proposition Soit R une relation de Myhill-Nerode pour L.

Alor

1. =, est une L-congruence.
2. Pour toute L-congruence R, on a-

C’est-a-dire =, est la plus grande L-congruence.

0.3.8 Lemme Soit R, S deux équivalences sur A avec index finiet R C S.

1. Vpe A.[plr C [p]s.
2.

2.7.9 Corollaire Soit M un AFD. Soit L = L(M).

1.




Théoreme principal Encore une équivalence, mais sur Q !

2.7.10 Théoreme (Myhill-Nerode) Soit ¥ un alphabet et L C ¥*. 2.8.4 Définition Soit M = (Q,%,d,s, ') un AFD.
Alors| L est régulier ssi #(3%/=, ) < co. | On définit la relation ~; € Q x @ par:

| pRMq |ssi |Vz€2*‘(§(p,z)€F = g(q,z)eF)|

2.7.11 Définition Soit L C ¥* tel que =, es(a’index fini)

Alors 'automate[ M=, est dit automate des clisses d équivalences de L] 2.8.6 Lemme Soit M = (Q,3,4,s, F) un AFD.
L p=ay gssily, = L. (voir Déf.2.4.12)

2.7.12 Lemme Soit L C T* tel que =, est d’index fini. Soi @ ‘en- 2.| =z est une équivalence (sur Q)l
semble d’états.de l'automate des classes d’équivalences A€F:
S = (Q,%,4,s, F) un AFD el que L(M) = L, alors|#(Q) = #(Q¢r)

2.8 Minimisation des automates

Etats non-accessibles Algorithme de minimisation (I)

2.8.1 Définition Soit M = (Q, ¥, 4, s, F') un AFD. 1-_ =(Q,%,4,s, F).

1. Un état g € Q est diffaccessible (détecter) - , .
s’il existe un m0t| w € X* tel que d(s,w) = q.| 2 par la procédure suivante :

2 I/ AFD| acc(M) = (Q',3,0, 5 F’)| st défini par : (@) Construire un tableau avec une entrée pour tous les couples
’ — 0w par: non-ordonnés {p, q} avec p,q € Q.

| Q' 2{qeqQ|q accessible}| (b) Marquer tous les couples {p, ¢} telsquep € Fetq ¢ F.

5/ £ g rQ’xE

(c) Répéter jusqu’a plus soif (hic) :

(éliminer)

4

(STEP)_

1




Algorithme de minimisation (ll) Quotient d’un automate

2.8.3 Définition Soit M = (Q,%,4,s, F) un AFD et|R une équivalence sur QI

3 _ On définit I'automate(M/r = (Q/r, 2, 9/, 5/r, F/r)|par :
Q/r 2 {[IPle) p € @}

s/r =|[s]r
2.8.10 Théoréme Soit un AFD M et R la relation obtenue en appliquant 1'al-
gorithme de minimisation sur M. Alors F, / R 2 {‘ peF }
. —— ; O/r: Qr XX — Q/r
2.8.11 [Lemme Si M’ est le résultat de la minimisation de M, et si M" est I
résultat de la minimisation de M, alors M & (|[p] R|7 a) — | [0(p,a)lr |

2.8.8 Théoréeme Soit M un AFD avec acc(M) = M. Soit L = L(M) Le quotient est plus petit, mais est-il le plus petit des
Alors LSS ovient ¢ .
quotients qui acceptent le méme langage que M ?

Comparaison Automates isomorphes
équivalence sur ) E Myhill-Nerode pour L C 3*
CQxQ C¥*x X* | Renommer les états |
de maniéere compatible

avec les composants d’un automate

M/R: (Q/R’Eu(s/R?S/RﬂF/R) MR = (Q52a5785F)

2.8.2 Définition Deux AFD ]\11 = (Q17 27 (51, S1, Fl) et ]\[2 = (QQ, Z, (52, S92, FQ)
sont dits isomorphes, noté My = My, s'il existe une| application bijective|

£ € Lyl — %
Q/R . {[p]R|p Q} Q N E/R {[LU]R|CE€E J Imwlleque
s/r = [s|r s = [e]r 1. /(1) = s2.
Fn2 {lpln|peF} F2{lap|zel) 2. Vg € Q1 Vo € 2. f(51(0,)) = 2(f(a),0)
3. g€ Fy SSif(q)EFQ.
5/R:Q/RXE_>Q/R 612*/RXE—>E*/R

(Iplr,a) ={[0(p, @)]r ([z]r,a) —|[za]r



