InformatiqueThéorique 3 2004/05

Semaine 5

0.3. RELATIONS 7

0.3.1 Définition (Identité) L’identité id_A sur un ensemble A est la relation binaire sur A × A définie par id_A ≜ {(x,x) | x ∈ A}. □

0.3.2 Définition (Propriétés des relations binaires) Une relation binaire R ⊆ A × A sur un ensemble A est, réflexive si ∀a ∈ A.aRa, irréflexive si ∀a ∈ A.¬aRa, symétrique si ∀a,b ∈ A.aRb ⇒ bRa, antisymétrique si ∀a,b ∈ A.(aRb∧bRa) ⇒ a = b, transitive si ∀a,b,c ∈ A.(aRb∧bRc) ⇒ aRc, totale si ∀a,b ∈ A.aRb∨ bRa, une trichotomie si ∀a,b ∈ A.aRb∨ a = b∨ bRa □ Pour construire des relations à partir d’autres relations nous utilisons notamment les opérations suivantes.

0.3.3 Définition (Opérations sur les relations)

Raffinement. Soit R une relation, R^′ est un raffinement de R si R^′ ⊆ R. Inverse. Soit R ⊆ A × B une relation, l’inverse (ou l’opposé) R^{− 1} ⊆ B × A d’une relation R est défini par

R^{− 1} ≜ {(b,a) ∈ B × A | (a,b) ∈ R}

Composition. Soit R ⊆ A× B et R^′ ⊆ B× C la composition RR^′ ⊆ A× C de R et de R^′ est définie par,

RR^′ ≜ {(a,c) ∈ A × C | ∃ b ∈ B.(a,b) ∈ R ∧(b,c) ∈ R^′}

La composition RR^′ est aussi notée R^′ ∘ R (notamment pour les fonctions). Fermeture réflexive. Soit R une relation, la fermeture réflexive est la plus petite relation réflexive R^′ qui contient R. Fermeture transitive. Soit R une relation, la fermeture transitive R^+ de R est la plus petite relation transitive qui contient R. La fermeture transitive et réflexive d’une relation R est notée R^∗. □

0.3.4 Lemme

1. Si R est symétrique alors R = R^{− 1}. 2. Soit R ⊂ A× A,la relation R^′ ≜ R∪{(a,a) | A ∈ A} est la fermeture réflexive de R.

3. Soit R ⊂ A × A, et la suite de relation R^i définie par induction de la manière suivante,

R^1 ≜ R R^{i+ 1} ≜ R R^i

alors l’ensemble R^+ ≜ ) i∈N R_i est la fermeture transitive de R. □

2.3. TRANSITIONS INSTANTANÉES 5

2.3 Trans itions instant anées_{semaine 3}

mercredi

2.3.1 Notation (Transition instantanée) On utilise le symbole distingué e pour représenter une transition instantanée. Une transition instantanée (ou transition epsilon) est une transition d’automate qui ne consomme pas de symbole.

2.3.2 Définition (AFN_e) Un automate fini non déterministe avec transitions instantanées (AFN_e) est un quintuplet

M = (Q,Σ ,Δ ,s,F ) où – Q est un ensemble fini d’états, – Σ est un ensemble fini de symboles, l’alphabet (d’entrée), – Δ : Q × (Σ ∪ {e}) → P (Q) est la fonction (totale) detransition, – s ∈ Q est l’état initial (ou de départ), – F ⊆ Q est l’ensemble des états accepteurs (ou finaux).

2.3.3 Définition (e-fermeture) Soit un AFN_e (Q,Σ ,Δ ,s,F ).

On définit l’e-fermetureC_e(q) d’un état q ∈ Q, comme étant le plus petit ensemble satisfaisant les règles :

q ∈ C_e(q) p ∈ C_e(q) p^′ ∈ Δ (p,e) p^′ ∈ C_e(q)

L’e-fermeture d’un ensemble d’états est définie par :

C_e(P ) = � q∈ P

C_e(q)

Noter que C_e(q) ⊆ Q et C_e(P ) ⊆ Q. □

Intuitivement, l’e-fermeture d’un état q donne l’ensemble de tous les états atteignables par zéro, une, ou plusieurs e-transitions à partir de q.

2.3.4 Définition (Fonction de transition sur les mots) Étant donnéun AFN_e M = (Q,Σ ,Δ ,s,F ) on étend la fonction de transition Δ en une fonction de transition ^Δ_e : Q × Σ^∗ → P (Q) sur les mots définie par :

^Δ_e(q,ϵ) ≜ C_e(q) ^Δ_e(q,xa) ≜ � p∈ bΔ_e(q,x) C e

� Δ (p,a) �

2.3.5 Définition (Langage accepté par un AFN_e)

Soit M = (Q,Σ ,Δ ,s,F ) un AFN_e.

1. L’automate M accepte le mot w ∈ Σ^∗ si ^Δ_e(s,w) ∩F ≠ ∅. Dans le cas contraire on dit que M rejettew.

2. Le langageacceptépar M est défini par :

L_e(M) ≜ {w ∈ Σ^∗ | ^Δ_e(s,w) ∩F ≠ ∅ }

Fermeture & stabilité

4 TABLE DES MATIÈRES

0.7 Auxiliaires

0.7.1 Définition (Fermetur e) Soit (X,⊑ ) un ordre. Une application f : X → X est une fermeture(sur X) si pour tout x, y ∈ X :

1. x ⊑ f (x), 2. si x ⊑ y alors f (x) ⊑ f (y), 3. f (f (x)) = f (x) Un élément x est un point fixe de f si x = f (x). □

0.7.2 Définition (Stabilité) Soit f : X^n → X une application. Un sous-ensemble Y ⊆ X est stable par f si :

∀y_1 ...,y_n ∈ Y .f (y_1 ...,y_n ) ∈ Y

4 TABLE DES MATIÈRES

0.7 Auxiliaires

0.7.1 Définition (Fermetur e) Soit (X,⊑ ) un ordre. Une application f : X → X est une fermeture(sur X) si pour tout x, y ∈ X :

1. x ⊑ f (x), 2. si x ⊑ y alors f (x) ⊑ f (y), 3. f (f (x)) = f (x) Un élément x est un point fixe de f si x = f (x). □

0.7.2 Définition (Stabilité) Soit f : X^n → X une application. Un sous-ensemble Y ⊆ X est stable par f si :

∀y_1 ...,y_n ∈ Y .f (y_1 ...,y_n ) ∈ Y

4 TABLE DES MATIÈRES

0.7 Auxiliaires

0.7.1 Définition (Fermetur e) Soit (X,⊑ ) un ordre. Une application f : X → X est une fermeture(sur X) si pour tout x, y ∈ X :

1. x ⊑ f (x), 2. si x ⊑ y alors f (x) ⊑ f (y), 3. f (f (x)) = f (x) Un élément x est un point fixe de f si x = f (x). □

0.7.2 Définition (Stabilité) Soit f : X^n → X une application. Un sous-ensemble Y ⊆ X est stable par f si :

∀y_1 ...,y_n ∈ Y .f (y_1 ...,y_n ) ∈ Y

si n=1: f(Y) inY

(* closure operator *)

(* closed under f *)

(* f(x) est un point fixe de f *)

Question

Quelles sont lespropriétés de sta bilité de l’ensemble des langages régulier s?

opérations sur les langages réguliers vs. constructions et transformations desAF

Deux automates en parallel ...

2.5. PROPRIÉTÉS DES LANG AGES RÉGULIERS 5

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y)

2.5. PROPRIÉTÉS DES LANG AGES RÉGULIERS 5

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y)

2.5. PROPRIÉTÉS DES LANG AGES RÉGULIERS 5

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y)

2.5. PROPRIÉTÉS DES LANG AGES RÉGULIERS 5

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y)

Régularité

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y)

6. Il existe une grammaire G telle que L(G) = L 7. Il existe unAFNG M tel que L(M)=L 8. (... la prochaine semaine ...)

Stabilité

2.5. PROPRIÉTÉS DES LANG AGES RÉGULIERS 5

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y)

Pigeonhole principle

6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n ∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n ∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

g(w,L,n) “w est (L,n)-gonflable”

Pumping Lemma

6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n

∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n

∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

Homomorphisme de mots

2.5. PROPRIÉTÉS DES LANG AGES RÉGULIERS 5

$Id: notes-5.tex,v 1.8 2004/11/12 16:56:55 uwe Exp $

semaine 5 lundi

Voir [HMU03] §4.1, §4.2.

2.5 Propriétés des langages réguliers

2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ . Les proposition suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier . 2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L. 3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L. 4. Il existe un AFN_e M tel que L(M) = L. 5. Il existe une expression régulièr e x ∈ RE_Σ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M_1 = (Q_1,Σ ,δ_1,s_1,F_1) et M_2 = (Q_2,Σ ,δ_2,s_2,F_2) deux AFD. Posons,

Q_{1× 2} ≜ Q_1 × Q_2 δ_{1× 2}((q_1,q_2),a) ≜ (δ_1(q_1,a),δ_2(q_2,a)) s_{1× 2} ≜ (s_1,s_2)

Alors : ∀x ∈ Σ^∗ : �δ_{1× 2}((p,q),x) = (^δ_1(p,x), ^δ_2(q,x)) L’automate M_{1⊗ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},F_1 × F_2) reconnaît le langage L(M_{1⊗ 2}) = L(M_1) ∩ L(M_2). L’automate M_{1⊕ 2} ≜ (Q_{1× 2},Σ ,δ_{1× 2},s_{1× 2},(F_1 × Q_2) ∪(Q_1 × F_2)) reconnaît le langage L(M_{1⊕ 2}) = L(M_1) ∪L(M_2).

2.5.3 Théorème (Propriété s de stabilité (1))

Soit Σ un alphabet et A, B ⊆ Σ^∗ des langages réguliers. Alors, 1. A ∩ B est régulier . 2. A ∪B est régulier . 3. AB est régulier . 4. A^∗ est régulier . 5. A est régulier . 6. A \ B est régulier .

2.5.4 Définition (Homomo rphisme de mots) Une application h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est un homomorphismedemots si

h(ϵ) = ϵ ∀x, y ∈ Σ^∗ : h(x ·y) = h(x) ·h(y) 6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n ∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □ Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

10 CHAPITRE 0. PRÉLIMINAIRES

0.4.3 Définition (Image d’un ensemble) Soit f ∈ A ⇀ B.

Soit X ⊆ A, l’imagedirectede X par f est

f (X) ≜ {f (a) | a ∈ (X ∩ dom(f ))}

Soit Y ⊆ B, l’imageréciproquede Y par f est

f^R (Y) ≜ {a ∈ dom(f ) | f (a) ∈ Y} □ 0.4.4 Définition (Fonction injective, surjective, bijective) Une fonction f de A dans B est, injective ssi ∀a,a^′.f (a) = f (a^′) ⇒ a = a^′ surjective ssi ∀b ∈ B.∃a ∈ A.f (a) = b bijective ssi f est injective et surjective. □

0.4.5 Lemme

Soit A et B deux ensembles non vides. 1. Si f : A → B est une application injective,

alors il existe une application g : B → A qui est surjective. 2. Si g : B → A est une application surjective,

alors il existe une application f : A → B qui est injective. 3. Soit f : A → B une application, f^{− 1} est une application ssi f est injective. □

0.4.6 Définition (Application involutive, idempotente) Soit f : A → A une application.

– f est involutivessi f ∘ f = id_A . – f est idempotentessi f ∘ f = f . □

0.4.7 Définition (Fermeture) Soit (X,⊑ ) un ordre. Une application f : X → X est une fermeture(sur X) si pour tout x,y ∈ X :

1. x ⊑ f (x), 2. si x ⊑ y alors f (x) ⊑ f (y), 3. f (f (x)) = f (x) Un élément x est un point fixede f si x = f (x). □

0.4.8 Définition (Stabilité) Soit f : X^n → X une application.Un sous-ensemble Y ⊆ X est stablepar f si :

∀y_1 ...,y_n ∈ Y .f (y_1 ...,y_n ) ∈ Y

Stabilité

6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n ∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

6 TABLE DES MATIÈRES

2.5.5 Lemme Un homom orphisme de mots h : Σ^∗ → Σ^{′∗} est entièr ement défini par son image sur Σ , c’està dire par la donnée d’une application f : Σ → Σ^{′∗} .

2.5.6 Théorème (Propriété s de stabilité (2)) Soit Σ ,Σ^′ deux alphabets et h :

Σ^∗ → Σ^{′∗} un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ^{′∗} est régulier , alors h^{− 1}(B) est aussi régulier . 8. Si A ⊆ Σ^∗ est régulier , alors h(A) est aussi régulier . □ Notons pour A ⊆ Σ^∗ , h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier .

2.6 Lemme de gonflement

2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient au moins deux chaussettes .

2.6.2 Lemme Soit M = (Q, Σ ,δ,s,F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| > #( Q). On décompose w en a_1 ·... ·a_n avec n = |w| et a_i ∈ Σ . Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a_1 ·... ·a_i) ·(a_{i+1} ·... ·a_j )^k ·(a_{j +1} ·... ·a_n ) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si L est régulier , alors G(L) est vrai avec

G(L) ≜ ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒ ) [ [ ] ∃x, y,z ∈ Σ^∗ : w = xyz ∧ y ≠ ϵ ∧ |xy| ≤ n ∧ ∀k ∈ N : xy^k z ∈ L

⌊ ⌋ ⌋ ⌈

2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ . Si G(L) n’est pas satisfaite, alors L n’est pas régulier . □

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une propriété nécessaire des langa ges réguliers, mais pas suffisante. On peut donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement — pour mon trer qu’un langage n’est pas régulier . Mais on ne peut pas l’utiliser pour montr er qu’un langage est régulier .

R