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Repetition... Quiz...

http://fr.wikipedia.org/wiki/Algebre_abstraite

http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_(mathématiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_binaire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_d'ordre

http://fr.wikipedia.org/wiki/Argument_de_la_diagonale_de_Cantor



Specifier un langage

par predicat logique (plus ou moins formel)
12| P(@) }

composition ensembliste de langages existants
L,UL, ..

enumeration des mots ...

difficile pour des langages de taille infinie

utiliser un mécanisme de production des mots

Les Grammaires !



Operations sur les langages

1.2.2 Définition (Opération sur les langages) Soit > un alphabet fini, L et L'
deux langages sur ¥*.

Concaténation. La concaténation LL’ de L et L’ est définie par|LL’ £

{fww" |we LAw € L'}

Itération. La n® itération|L"|dun language n est définie de maniere
inductive par,

L° £ {¢} [r 2 LL"

Fermeture itérative. La fermeture itérative (ou de Kleene) L* de L est
définie par
L* 2 L"
UnEN

Lt £ LL*

On utilise aussi la notation suivante,

1.2.3 Lemme

1. Propriétés de la fermeture de Kleene.




Grammaires (l)

1.4.1 Définition (Grammaire générative)

Une grammaire est un quadruplet|G = (V, X, P, S)

— V est un alphabet non vide de symboles|non-terminaux

— Y est un alphabet non vide de symboles|terminaux|disjoint de V'

VNnx =0).

— S € V est le|symbole de départ.

Nous utilisons des lettres grecques minuscules|a, 3, . ..

— [P C ('t xT'*)|(avec T" £ VUY) est un ensemble fini dd productions.

]

pour les élé-

ments de (V' U X)*. Pour spécifier une production (a, 3) € P, on note

o — (3 ou encore o —¢g J.



Grammaires (ll)

1.4.2 Définition (Dérivation directe) Soit G = (V, X, P, S) une grammaire.
La relation de dérivation directe dans G entre deux mots o, 3 € (V' U X)*
est définie par,

( Oé, —c 6/
(=g B)| & |3, 0,77 €e(VUI)": § a=yay
| B=78"Y
On dit alors que 3 est directement dérivable de o dans G. m

1.4.3 Définition (Dérivation) Soit G = (V, X, P, S) une grammaire. On défi-
nit la relation de dérivation|=-;,|comme étant la|fermeture réflexive et
transitive de = .

Une dérivation de o en v, dans G est une séquence finie|(a; );e[o,n)[d €1€é-
ments de (V' U X)* telle que Vi € [0,n — 1] : a; =¢ @;41. On note géné-
ralement cette séquence|a, =g a1 =g ... =g an O




Grammaires (ll)

1.4.4 Définition (Langage d'une grammaire) Soit G = (V, X, P, S) une gram-

maire.

1. Un mot

v E T

est généré par G ssi|S =7 v,

que v est un mot terminal de la grammaire.

2. Le langage généré par G est défini par :

Dans ce cas on dit

LG) 2 {vex [S=5o)

Alors, on peut @numeérer/produire des mots
du langage d’une grammaire par application de
toutes ses regles de maniere systematique et exhaustive.



Types de grammaires ([)

1.4.5 Définition (Type d’une grammaire) Soit G = (V,%, P, S) une gram-
maire. Un grammaire est dite de

Type 0 dans tous les cas.

Type 1 si pour toute production « —¢ 8 € Pon a,
L |af < [f]
2. oua=5SAN0G=c¢

La grammaire G est dite contextuelle.

Type 2 sipour toute productiona —¢ 8 € Ponaa € V. La grammaire
est dite libre de contexte ou non-contextuelle.

Type 3 si toutes les production o« —¢ 8 € P sont de la forme,
1. A — @G wB
2. A — G W

avec A, B € V et w € ¥*. La grammaire est dite réguliere.




Types de grammaires (ll)

1.4.6 Définition L'ensemble des langages générés par les grammaires d'un
type 7 est donné par :

L; ={L(G) | G est de type i}|.

Un type de grammaire ¢ est inclus dans un type j si £; C L;. O

1.4.7_Définition (Type d'un langage) Un langage L estde typeisi L € L; et
L est strictement de type ¢ si L € L; \ L;41)f c’est a dire si L est généré
par une grammaire de type ¢ et par aucune grammaire de type ¢ + 1.

1.4.8 Théoreme (Hiérarchie de Chomsky)
La relation entre les types de langages est :

L3 C Ly C L1 C Ly

Les inclusions sont strictes.



Hierarchie de Chomsky (l)

pas de grammaire

langages generees par de
grammaires arbitraire

langages contextuels

langages non-contextuels

langages reguliers




Hierarchie de Chomsky (lll)




Decider les « problemes de type | »

1," « mots de long. <n dérivable en moins de m étapes »

, = {s}
Tt = Drv,(T™)
Drv,(X) = XU{d eTl* |[dae X.a=qgd|A||d]|<n|
INPUT(G, x); Type 1 si pour toute production @ —¢ 3 € P on a,
n = |zf; 1. |a| < |8
I:=5; 2. oua=5SN03=c¢
REPEAT
T =T,
T :=Drv,, (T");
UNTIL|(x €T) OR (T'=1T");
IF zeT

THEN WriteString (" z element of L(G) ")

ELSE WriteString (" x not element of L(G) ")
END




Automates finis deterministes (AFD)

2.1.1 Définition Un automate fin ' AFD) est un quintuplet

M= (Q,%,9,s, F)

ou
— (Q est un ensemble fini d’états,
— Y est un ensemble fini de symboles, I"alphabet (d’entrée),
—0:QxX—Q |est ltotale) de transition,
— 5 €  est I'état initial (ou de départ),
— I C @) est un sous-ensemble de Q), les états accepteurs (ou finaux).




Fonctionnement des AFDs

2.1.3 Définition (Fonction de transition sur les mots) Etant donné un AFD
(Q, 3,0, s. F) on étend la fonction de transition 6 en une fonction de

transition{d : Q — Ql sur les mots définie par :

Ag( = =
6(q, wa)| = 5l5(q,w)‘,a)

2.1.4 Définition (Langage accepté par un automate) Soit M = (Q, >, 9, s, F)
un AFD.

1. M accepte le mot w € X* ssi|d(s,w) € F| Dans le cas contraire on
dit que M rejette w.

2. Le langage accepté par M est défini par :

L(M)2 {wex|ds,w)eF}




Langages reguliers

2.1.5 Définition (Langage régulier) Un langage L C X* est dit régulier s’il
existe un automate fini M tel que L(M) = L.

2.1.6 Théoreme Soit L un langage sur . Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe un AFD M = (Q, X, 9, s, F') avec L(M) = L.
2. Il existe une grammaire réguliere G = (V, %, P, S) avec L(G) = L.




Hierarchie de Chomsky (lll)

non calculable

machine de Turing

machine de Turing totale

(automates borne linéairement)

automate a pile

automate (simple)




Problemes de decision ()

1.5.2 Définition (Problemes de décision) Un probleme de décision (binaire) est
un ensemble| P = P% U P®|constitué de deux parties disjointes (P® N
P® = (), les instances positives P® et négatives P® du probléeme.

En informatique théorique, on conjecture que tout probleme peut
étre représenté par (encodé dans) un langage sur un alphabet donné.

1.5.3 Theése| Pour tout probleme P, il existe un encodage de P

1.5.4| Définition (Probleme de décision encodés) Un probleme binaire P est
dit encodé sur un alphabet 3 si P C ¥* (souvent P = X*).

Noter que dans ce cas, par P = P® U P©, les ensembles P® et P® des
instances positives et négatives sont représentés par des langages sur ..




Fonctions (semi-) caracteristiques

1.5.1 Définition (Fonctions caractéristiques) Soit A et B deux ensembles tels

quelAC B

1. La fonction caractéristique x5 de A par rapport a B est définie par :

X§3 B — {0,1}

1 sibe A
b +—
0 sibg A

2. La fonction semi-caractéristique x' Sde A par rapport a B est définie

par:

B
X,A: B — {071}
b — 1 sibe A

Lorsque I'ensemble B dont on parle est évident (dans le contexte), on ne

le mentionne pas explicitement et on écrit simplement
par définition, une fonction caractéristique est totale.

XA

Noter que,



Problemes de decision (ll)

1.5.5 Définition (Décidabilité) Soit P = P® U P° un probléme encodé sur

¥. Soit L = P®.|P est décidable si la fonction caractéristique ¥ de L

par rapport a P est calculable.|P est semi-décidable si la fonction semi-

caractéristique x’ L de L par rapport a P est calculable.

xr: P — {0,1} /

I xn: P = 10,1}
w 0 siwd L w +— 1 stwel
S1 W




Calculabilite

A la place de regarder toutes les fonctions de 'univers,

nous limitons notre recherche a des fonctions
caracteristiques pour des problemes binaire

bref,

a la question de calculabilite
de la reconnaissance des langages sur des alphabets finis.

Deja I3, les limites fondamentales apparaissent.



Hierarchie de Chomsky (ll)

indecidable

sémi-décidable

déecidable




