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• par prédicat logique (plus ou moins formel)
{ a | P(a) }

• composition ensembliste de langages existants
L1 ∪  L2  ... 

• énumération des mots ... 
difficile pour des langages de taille infinie

• utiliser un mécanisme de production des mots

Les Grammaires !

Spécifier un langage



Opérations sur les langages

1.2. LANGAGES 15

1.1.9 Définition (Ordre sur les mots) Soit un alphabet Σ et un ordre total
(Σ,!) (et l’ordre strict induit ≺).
Ordre alphabétique. L’ordre alphabétique (Σ∗,#d) est la plus petite
relation sur Σ∗ qui satisfait les règles suivantes.

D1
ε #d w

D2
a · w #d a′ · w′ a ≺ a′

D3

w #d w′

a · w #d a · w′

Ordre lexicographique. L’ordre lexicographique (Σ∗,#l) est la plus pe-
tite relation sur Σ∗ qui satisfait les règles suivantes.

L1
ε #l w

L2
w · a #l w · a′ a " a′

L3

w #l w′

w · a #l w′ · a′ w #= w′

L’ordre lexicographique ordonne les mot d’abord par leur taille puis, si
celle-ci est égale, alphabétiquement. !

1.1.10 Théorème

1. L’ordre alphabétique est total.
2. L’ordre lexicographique est total. !

1.2 Langages
1.2.1 Définition (Langage) On appelle langage sur un alphabet Σ tout sous-

ensemble de Σ∗. Un langage n’est donc rien d’autre qu’un ensemble de
mots. !

Nous utilisons les meta-variables A,B,C . . . , L, . . . pour les langages.
Les deux langages ∅ et {ε} sont des langages sur n’importe quel alpha-
bet.

Pour construire des langages à partir d’autres langages, nous utili-
sons notamment les opérations suivantes.

1.2.2 Définition (Opération sur les langages) Soit Σ un alphabet fini, L et L′
deux langages sur Σ∗.
Union. L’union L ∪ L′ de L et L′ correspond à leur union ensembliste.
Intersection. L’intersection L∩L′ de L et L′ correspond à leur intersec-
tion ensembliste.
Complément. Le complément L de L est le complément absolu de L
par rapport à Σ∗ (i.e. L = Σ∗\L) .
Concaténation. La concaténation LL′ de L et L′ est définie par LL′ !
{ww′ | w ∈ L ∧ w′ ∈ L′}.
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Itération. La ne itération Ln d’un language n est définie de manière
inductive par,

L0 ! {ε} Ln+1 ! LLn

Fermeture itérative. La fermeture itérative (ou de Kleene) L∗ de L est
définie par

L∗ !
⋃

n∈N0
Ln

On utilise aussi la notation suivante, L+ ! LL∗.

1.2.3 Lemme

1. Propriétés de la fermeture de Kleene.

L∗L∗ = L∗ L∗∗ = L∗ ∅∗ = { ε }
!

1.3 Fonctions versus programmes

Étant donné un langage de programmation quelconque X (exécuté
de façon déterministe), nous démontrons qu’il existe plus de fonctions
sur N que de programmes de X pouvant calculer des fonctions sur N.

1.3.1 Définition L’ensemble FN de toutes les fonctions totales sur N est défini
par :

FN ! { f | f : N → N }

1.3.2 Définition Soit Σ l’alphabet d’un langage de programmation X. L’en-
semble PX des mots/programmes sur Σ (voir §1.1 et §1.2) est défini
par :

PX ! Σ∗

1.3.3 Définition Soit execX : PX ⇀ (N → N) un interpréteur de X qui associe
à un programme p une fonction execX(p) : N → N. Notons que execX
est partielle, tous les programmes ne sont pas associés à une fonction.
Une fonction f : N → N est dite calculable dans le langage X si f ∈
img(execX), c’est à dire si

∃p ∈ PX . execX(p) = f

Nous écrivons

FX ! { f : N → N | f calculable par X } (⊆ FN)

l’ensemble de fonctions calculables par (les programmes) X.

1.3.4 Théorème Pour tout X : card(FX) < card(FN).

Nous décomposons la preuve comme suit :

card(FX)
(0)
≤ card(PX)

(1)
≤ card(N)

(2)
< card(P(N))

(3)
≤ card(FN)
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1.4 La hiérarchie de Chomsky
1.4.1 Définition (Grammaire générative)

Une grammaire est un quadruplet G ! (V,Σ, P, S).
– V est un alphabet non vide de symboles non-terminaux.
– Σ est un alphabet non vide de symboles terminaux disjoint de V

(V ∩ Σ = ∅).
– P ⊆ (Γ+×Γ∗) (avec Γ ! V ∪Σ) est un ensemble fini de productions.
– S ∈ V est le symbole de départ. !

Nous utilisons des lettres grecques minuscules α, β, . . . pour les élé-
ments de (V ∪ Σ)∗. Pour spécifier une production (α, β) ∈ P , on note
α → β ou encore α →G β.

1.4.2 Définition (Dérivation directe) Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire.
La relation de dérivation directe dans G entre deux mots α, β ∈ (V ∪ Σ)∗
est définie par,

(α ⇒G β) ⇔ ∃α′,β′, γ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ :


α′ →G β′

α = γα′γ′

β = γβ′γ′

On dit alors que β est directement dérivable de α dans G. !

1.4.3 Définition (Dérivation) Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire. On défi-
nit la relation de dérivation ⇒∗

G comme étant la fermeture réflexive et
transitive de ⇒G.
Une dérivation de α0 en αn dans G est une séquence finie (αi)i∈[[[0,n]]] d’élé-
ments de (V ∪ Σ)∗ telle que ∀i ∈ [[[0, n− 1]]] : αi ⇒G αi+1. On note géné-
ralement cette séquence αo ⇒G α1 ⇒G . . . ⇒G αn. !

1.4.4 Définition (Langage d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire.

1. Un mot v ∈ Σ∗ est généré par G ssi S ⇒∗
G v. Dans ce cas on dit

que v est un mot terminal de la grammaire.
2. Le langage généré par G est défini par :

L(G) ! { v ∈ Σ∗ | S ⇒∗
G v }

1.4.5 Définition (Type d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire. Un grammaire est dite de
Type 0 dans tous les cas.
Type 1 si pour toute production α →G β ∈ P on a,
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G comme étant la fermeture réflexive et
transitive de ⇒G.
Une dérivation de α0 en αn dans G est une séquence finie (αi)i∈[[[0,n]]] d’élé-
ments de (V ∪ Σ)∗ telle que ∀i ∈ [[[0, n− 1]]] : αi ⇒G αi+1. On note géné-
ralement cette séquence αo ⇒G α1 ⇒G . . . ⇒G αn. !

1.4.4 Définition (Langage d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire.

1. Un mot v ∈ Σ∗ est généré par G ssi S ⇒∗
G v. Dans ce cas on dit

que v est un mot terminal de la grammaire.
2. Le langage généré par G est défini par :

L(G) ! { v ∈ Σ∗ | S ⇒∗
G v }

1.4.5 Définition (Type d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire. Un grammaire est dite de
Type 0 dans tous les cas.
Type 1 si pour toute production α →G β ∈ P on a,

Alors, on peut énumérer/produire des mots 
du langage d’une grammaire par application de 

toutes ses règles de manière systématique et exhaustive.
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1.4 La hiérarchie de Chomsky
1.4.1 Définition (Grammaire générative)

Une grammaire est un quadruplet G ! (V,Σ, P, S).
– V est un alphabet non vide de symboles non-terminaux.
– Σ est un alphabet non vide de symboles terminaux disjoint de V

(V ∩ Σ = ∅).
– P ⊆ (Γ+×Γ∗) (avec Γ ! V ∪Σ) est un ensemble fini de productions.
– S ∈ V est le symbole de départ. !

Nous utilisons des lettres grecques minuscules α, β, . . . pour les élé-
ments de (V ∪ Σ)∗. Pour spécifier une production (α, β) ∈ P , on note
α → β ou encore α →G β.

1.4.2 Définition (Dérivation directe) Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire.
La relation de dérivation directe dans G entre deux mots α, β ∈ (V ∪ Σ)∗
est définie par,

(α ⇒G β) ⇔ ∃α′,β′, γ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ :


α′ →G β′

α = γα′γ′

β = γβ′γ′

On dit alors que β est directement dérivable de α dans G. !

1.4.3 Définition (Dérivation) Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire. On défi-
nit la relation de dérivation ⇒∗

G comme étant la fermeture réflexive et
transitive de ⇒G.
Une dérivation de α0 en αn dans G est une séquence finie (αi)i∈[[[0,n]]] d’élé-
ments de (V ∪ Σ)∗ telle que ∀i ∈ [[[0, n− 1]]] : αi ⇒G αi+1. On note géné-
ralement cette séquence αo ⇒G α1 ⇒G . . . ⇒G αn. !

1.4.4 Définition (Langage d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire.

1. Un mot v ∈ Σ∗ est généré par G ssi S ⇒∗
G v. Dans ce cas on dit

que v est un mot terminal de la grammaire.
2. Le langage généré par G est défini par :

L(G) ! { v ∈ Σ∗ | S ⇒∗
G v }

1.4.5 Définition (Type d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire. Un grammaire est dite de
Type 0 dans tous les cas.
Type 1 si pour toute production α →G β ∈ P on a,1.4. LA HIÉRARCHIE DE CHOMSKY 5

1. |α| ≤ |β|
2. ou α = S ∧ β = ε.

La grammaire G est dite contextuelle.
Type 2 si pour toute production α →G β ∈ P on a α ∈ V . La grammaire

est dite libre de contexte ou non-contextuelle.
Type 3 si toutes les production α →G β ∈ P sont de la forme,

1. A→G wB

2. A→G w

avec A,B ∈ V et w ∈ Σ∗. La grammaire est dite régulière.

Avec cette définition, on parle de grammaires linéaires à droite. Si
l’on remplace ci-dessus wB par Bw, on parle de grammaires li-
néaires à gauche. Ces deux définitions sont équivalentes, un lan-
gage générable par une grammaire linéaire à droite l’est aussi par
une grammaire linéaire à gauche, et vice-versa.

1.4.6 Définition L’ensemble des langages générés par les grammaires d’un
type i est donné par :

Li = {L(G) | G est de type i} .

Un type de grammaire i est inclus dans un type j si Li ⊆ Lj . !

1.4.7 Théorème (Hiérarchie de Chomsky)
La relation entre les types de grammaires est :

type 3 ⊂ type 2 ⊂ type 1 ⊂ type 0

Les inclusions sont strictes.

1.4.8 Définition (Type d’un langage) Un langage L est de type i si L ∈ Li et
L est strictement de type i si L ∈ Li \ Li−1), c’est à dire si L est généré
par une grammaire de type i et par aucune grammaire de type i− 1.
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1.5.6 Proposition Si G = (V,Σ, P, S) est une grammaire de type 1, alors
χΣ∗

L(G) est calculable.

T 0
n = {S }

Tm+1
n = Drvn(Tm

n )
Drvn(X) = X ∪ {α′ ∈ Γ∗ | ∃α ∈ X .α ⇒G α′ ∧ |α′| ≤ n }

INPUT(G, x);
n := |x|;
T := S;
REPEAT

T ′ := T ;
T := Drvn(T ′);

UNTIL (x ∈ T ) OR (T = T ′);
IF x ∈ T

THEN WriteString (" x element of L(G) ")
ELSE WriteString (" x not element of L(G) ")

END

– utilité : relation avec des phénomènes de l’informatique . . . (voir
[Sch95])

– dessiner le « big picture » déjà ici ?
– motivation de l’analogie entre langages et problèmes par le « Wort-

problem » : il existe des « machines » dédiées pour chaque type de
langageIMPROVE

Question fondamentale : quels problèmes sont solubles par un programme
exécuté sur un ordinateur ?

– un problème (algorithmique) est, généralement, une question com-
ment on peut transformer certain entrée en certains résultats

– nous avons vu au cours de la première semaine des problèmes de
transformation (fonctions) sur des nombres naturels

– on appelle problème de décision les problèmes à réponse binaire
(oui/non, ou 0/1).

– il est accepté que les instances (positives et négatives) d’un pro-
blème de décisions peuvent être représentées par (ou encodées
comme) des mots sur un alphabet fini

– alors un problème de décision peut être identifié (via un codage
plus ou moins compliqué) avec un certain langage sur un alphabet
fini

Pour la question fondamentale ci-dessus, il suffit d’étudier les pro-
blèmes de décision, (ce qui est plus simple . . . ).
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1.4 La hiérarchie de Chomsky
1.4.1 Définition (Grammaire générative)

Une grammaire est un quadruplet G ! (V,Σ, P, S).
– V est un alphabet non vide de symboles non-terminaux.
– Σ est un alphabet non vide de symboles terminaux disjoint de V

(V ∩ Σ = ∅).
– P ⊆ (Γ+×Γ∗) (avec Γ ! V ∪Σ) est un ensemble fini de productions.
– S ∈ V est le symbole de départ. !

Nous utilisons des lettres grecques minuscules α, β, . . . pour les élé-
ments de (V ∪ Σ)∗. Pour spécifier une production (α, β) ∈ P , on note
α → β ou encore α →G β.

1.4.2 Définition (Dérivation directe) Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire.
La relation de dérivation directe dans G entre deux mots α, β ∈ (V ∪ Σ)∗
est définie par,

(α ⇒G β) ⇔ ∃α′,β′, γ, γ′ ∈ (V ∪ Σ)∗ :


α′ →G β′

α = γα′γ′

β = γβ′γ′

On dit alors que β est directement dérivable de α dans G. !

1.4.3 Définition (Dérivation) Soit G ! (V,Σ, P, S) une grammaire. On défi-
nit la relation de dérivation ⇒∗

G comme étant la fermeture réflexive et
transitive de ⇒G.
Une dérivation de α0 en αn dans G est une séquence finie (αi)i∈[[[0,n]]] d’élé-
ments de (V ∪ Σ)∗ telle que ∀i ∈ [[[0, n− 1]]] : αi ⇒G αi+1. On note géné-
ralement cette séquence αo ⇒G α1 ⇒G . . . ⇒G αn. !

1.4.4 Définition (Langage d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire.

1. Un mot v ∈ Σ∗ est généré par G ssi S ⇒∗
G v. Dans ce cas on dit

que v est un mot terminal de la grammaire.
2. Le langage généré par G est défini par :

L(G) ! { v ∈ Σ∗ | S ⇒∗
G v }

1.4.5 Définition (Type d’une grammaire) Soit G = (V,Σ, P, S) une gram-
maire. Un grammaire est dite de
Type 0 dans tous les cas.
Type 1 si pour toute production α →G β ∈ P on a,
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1. |α| ≤ |β|
2. ou α = S ∧ β = ε.

La grammaire G est dite contextuelle.
Type 2 si pour toute production α →G β ∈ P on a α ∈ V . La grammaire

est dite libre de contexte ou non-contextuelle.
Type 3 si toutes les production α →G β ∈ P sont de la forme,

1. A→G wB

2. A→G w

avec A,B ∈ V et w ∈ Σ∗. La grammaire est dite régulière.

Avec cette définition, on parle de grammaires linéaires à droite. Si
l’on remplace ci-dessus wB par Bw, on parle de grammaires li-
néaires à gauche. Ces deux définitions sont équivalentes, un lan-
gage générable par une grammaire linéaire à droite l’est aussi par
une grammaire linéaire à gauche, et vice-versa.

1.4.6 Définition L’ensemble des langages générés par les grammaires d’un
type i est donné par :

Li = {L(G) | G est de type i} .

Un type de grammaire i est inclus dans un type j si Li ⊆ Lj . !

1.4.7 Définition (Type d’un langage) Un langage L est de type i si L ∈ Li et
L est strictement de type i si L ∈ Li \ Li+1), c’est à dire si L est généré
par une grammaire de type i et par aucune grammaire de type i + 1.

1.4.8 Théorème (Hiérarchie de Chomsky)
La relation entre les types de langages est :

L3 ⊂ L2 ⊂ L1 ⊂ L0

Les inclusions sont strictes.
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n )
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– utilité : relation avec des phénomènes de l’informatique . . . (voir
[Sch95])
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problem » : il existe des « machines » dédiées pour chaque type de
langageIMPROVE

Question fondamentale : quels problèmes sont solubles par un programme
exécuté sur un ordinateur ?

– un problème (algorithmique) est, généralement, une question com-
ment on peut transformer certain entrée en certains résultats

– nous avons vu au cours de la première semaine des problèmes de
transformation (fonctions) sur des nombres naturels

– on appelle problème de décision les problèmes à réponse binaire
(oui/non, ou 0/1).

– il est accepté que les instances (positives et négatives) d’un pro-
blème de décisions peuvent être représentées par (ou encodées
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– alors un problème de décision peut être identifié (via un codage
plus ou moins compliqué) avec un certain langage sur un alphabet
fini

Pour la question fondamentale ci-dessus, il suffit d’étudier les pro-
blèmes de décision, (ce qui est plus simple . . . ).
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Automates finis déterministes (AFD)

Chapitre 2

Langages réguliers

semaine 2
mercredi2.1 Automates finis déterministes

Motivation en cours avec plusieurs exemples. Pas répétés ici . . .
Un automate est une abstraction d’une procédure effective, ou d’un

ordinateur qui n’est capable d’exécuter qu’un seul programme. Cette
abstraction se base sur deux notions : état et transition (entre les états).

La notion d’état représente de manière abstraite :
– une mémoire (ou des registres, dont le compteur)

qui contient les instructions.
– une mémoire servant à stocker des données.

La notion de transition représente de manière abstraite :
– un cycle de calcul atomique.
– une relation qui associe un état avec un état « suivant ». Si, en

plus, la relation est une fonction, on parle d’automate fini détermi-
niste (AFD, DFA).

Si le nombre d’états est fini, on parle d’automate fini.

2.1.1 Définition Un automate fini déterministe (AFD) est un quintuplet

M = (Q,Σ, δ, s, F )

où
– Q est un ensemble fini d’états,
– Σ est un ensemble fini de symboles, l’alphabet (d’entrée),
– δ : Q× Σ→ Q est la fonction (totale) de transition,
– s ∈ Q est l’état initial (ou de départ),
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entouré d’un cercle).
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Fonctionnement des AFDs
8 CHAPITRE 2. LANGAGES RÉGULIERS

où S et F sont utilisés pour marquer les états initiaux (ici : qm) et
finaux (ici : { qj , qm }).

2.1.3 Définition (Fonction de transition sur les mots) Étant donné un AFD
(Q, Σ, δ, s, F ), on étend la fonction de transition δ en une fonction de
transition δ̂ : Q× Σ∗ → Q sur les mots définie par :

δ̂(q, ε) ! q

δ̂(q, wa) ! δ(δ̂(q, w), a)

2.1.4 Définition (Langage accepté par un automate) Soit M = (Q, Σ, δ, s, F )
un AFD.

1. M accepte le mot w ∈ Σ∗ ssi δ̂(s, w) ∈ F . Dans le cas contraire on
dit que M rejette w.

2. Le langage accepté par M est défini par :

L(M) ! {w ∈ Σ∗ | δ̂(s, w) ∈ F }

2.1.5 Définition (Langage régulier) Un langage L ⊆ Σ∗ est dit régulier s’il
existe un automate fini M tel que L(M) = L.

2.1.6 Théorème Soit L un langage sur Σ. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

1. Il existe un AFD M = (Q,Σ, δ, s, F ) avec L(M) = L.
2. Il existe une grammaire régulière G = (V,Σ, P, S) avec L(G) = L.
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Problèmes de décision (I)

6 TABLE DES MATIÈRES

1.5 Problèmes
Lire aussi : [Sch95] §1.1.3 et [Wol01] §1.2-1.3.2.

1.5.1 Définition (Fonctions caractéristiques) Soit A et B deux ensembles tels
que A ⊆ B.

1. La fonction caractéristique χB
A de A par rapport à B est définie par :

χB
A : B → { 0, 1 }

b #→
{

1 si b ∈ A

0 si b %∈ A

2. La fonction semi-caractéristique χ′BA de A par rapport à B est définie
par :

χ′BA : B ⇀ { 0, 1 }
b #→ 1 si b ∈ A

Lorsque l’ensemble B dont on parle est évident (dans le contexte), on ne
le mentionne pas explicitement et on écrit simplement χA. Noter que,
par définition, une fonction caractéristique est totale.

1.5.2 Définition (Problèmes de décision) Un problème de décision (binaire) est
un ensemble P = P⊕ ∪ P# constitué de deux parties disjointes (P⊕ ∩
P# = ∅), les instances positives P⊕ et négatives P# du problème.

En informatique théorique, on conjecture que tout problème peut
être représenté par (encodé dans) un langage sur un alphabet donné.

1.5.3 Thèse Pour tout problème P , il existe un encodage de P .

1.5.4 Définition (Problème de décision encodés) Un problème binaire P est
dit encodé sur un alphabet Σ si P = Σ∗.

Noter que dans ce cas, par P = P⊕ ∪ P#, les ensembles P⊕ et P# des
instances positives et négatives sont représentés par des langages sur Σ.

1.5.5 Définition (Décidabilité) Soit P un problème encodé sur Σ. Soit L !
P⊕. P est décidable si la fonction caractéristique χΣ∗

L est calculable. P est
semi-décidable si la fonction semi-caractéristique χ′Σ

∗
L est calculable.

χL : Σ∗ → { 0, 1 }
w #→

{
1 si w ∈ L

0 si w %∈ L

χ′L : Σ∗ ⇀ { 0, 1 }
w #→ 1 si w ∈ L

!

Étant donné une grammaire G = (V,Σ, P, S) de type 1, il existe un
algorithme qui permet de décider en temps fini si un mot x ∈ Σ∗ appar-
tient au langage ou non.

1.5.6 Proposition Si G = (V,Σ, P, S) est une grammaire de type 1, alors
χΣ∗

L(G) est calculable.
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Étant donné une grammaire G = (V,Σ, P, S) de type 1, il existe un
algorithme qui permet de décider en temps fini si un mot x ∈ Σ∗ appar-
tient au langage ou non.

1.5.6 Proposition Si G = (V,Σ, P, S) est une grammaire de type 1, alors
χΣ∗

L(G) est calculable.
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Calculabilité 

A la place de regarder toutes les fonctions de l’univers, 

nous limitons notre recherche à des fonctions 
caractéristiques pour des problèmes binaire 

bref, 

à la question de calculabilité
de la reconnaissance des langages sur des alphabets finis.

Déjà là, les limites fondamentales apparaissent.
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