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Pour quoi «3» ?

selon le plan d’étude de la SIN:
Info Théo 1
Info Théo 2
Info Théo 3

Logique élémentaire
(comme compensation partielle de Info Théo 2)

Préliminaires 
(Algébres discrètes, Théorie des Nombres)
(comme compensation partielle de Info Théo 1)



Vrai ou faux?

« Put the right kind of software into a computer, and it will 
do whatever you want it to.  There may be limits on what 
you can do with the machines themselves, but there are 

no limits on what you can do with software. »

TIME magazine (1984)
[citant un éditeur d’un magazine sur les logiciels]

FAUX



Computer  « Science » ?

Calculabilité (possibilité)
l’étude des problèmes qui peuvent être 
résolus par des algorithmes (procédures effectives)

ce cours-ci (3ème semestre)

Computation Science !

Complexité (coûts)
l’étude de l’efficacité des solutions algorithmiques

cours d’Algorithmique (4ème semestre)



Ensuite ...

Algorithmique
Programmation IV
Compilation
Software Engineering
Artificial Intelligence
Computer-Aided Verification
Concurrency Semantics
Distributed Computing
Type Systems
...



Support du cours

page web & forum de discussion
livres recommandés
notes (formulaire)

transparents
quiz

exercices encadrés par 4-5 assistants



Information & Communication

http://lamp.epfl.ch/teaching/it3/2004/html/

news://epflnews.epfl.ch/epfl.ic.cours.it3

aussi par email ...

BC 349
I&C-IIF-LAMP2
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Formulaire & transparents du cours

• La première semaine, 
ils sont imprimés et distribués par nous.

• Après, 
ils seront accessibles sur la page web, 
normalement, par semaine.

• Pour l’examen, 
seulement le formulaire sera admis.



Structure du cours
S1:

Préliminaires & Non-calculabilité
S2:

Grammaires
S3-6:

Langages réguliers
S7-9:

Langages hors-contextes 
S10:

... & Examen de Noël (pas noté)
S11-14:

Langages récursivement énumérables

Examen en février/mars (en utilisant le formulaire)



Structure d’une semaine de cours

courscours

cours

exercices
(avec assistants)

cours, quiz, 
début exercices

exercice
(avec assistants)

lundi mercredi
discussion du quiz



Semaine 1

• §1.3 Fonctions versus programmes

• §0 et §1.1-1.2 : 
tout ce qui est nécessaire pour §1.3

- fonctions d’ordre supérieur

- ensemble des parties

- cardinalité

- alphabets, mots, et langages

• Le formulaire + les transparent be 
contiennent pas tout le matériel ...

• Exemples + démonstrations sur tableau noir



Fonctions définie & calculables ?

0.1. STRUCTURES ALGÉBRIQUES DISCRÈTES 9

Fonctions
Une fonction f est une relation binaire f ⊆ A×B

telle qu’elle est « unique vers la droite » :

∀x, z1, z2 : (x, z1) ∈ f ∧ (x, z2) ∈ f =⇒ z1 = z2

ce qui justifie les notations

f(x) = z et x '→ z à la place de (x, z) ∈ f

et aussi la notation

A → B à la place de A×B

pour le type de la fonction, qui est parfois aussi dénoté par

BA

qui dénote l’ensemble de toutes les fonctions de A à B. (Remarquer la simi-
larité voulue avec la notations pour l’ensemble des parties.)

Soit f : A → B une fonction. Alors,
– dom(f) ! A est son domaine,
– prt(f) ! B sa portée (aussi appelée co-domaine),
– img(f) ! { f(a) ∈ B | a ∈ A } est son image,

aussi dénoté par f(A). Noter que img(f) ∈ 2B .

Avec toute fonction, on peut associer son type en utilisant des construc-
teurs de type × et →, et tout cela possiblement imbriqué. Noter qu’il
existe des fonctions d’ordre supérieur, c-à-d, des fonctions qui prennent
des autres fonctions comme argument, ou qui livrent comme résultat
une fonction. Ceci est la base de la programmation fonctionnelle, qui
est enseignée en Programmation IV.

Nous utilisons ces notations équivalentes pour la définition des fonc-
tions :

f : x '→ x2 f(x) ! x2 f = λx.x2

Si nous voulons mettre en evidence aussi le type de la fonction, nous
écrivons :

f : A → B
x '→ x2

Une fonction f : A → B est totale (ou aussi appelée application) si

∀a ∈ A : ∃b ∈ B : f(a) = b,

sinon, la fonction est partielle. Noter que f : A → B est totale ssi dom(f) =
prt(f). Nous supposons implicitement qu’une fonction est totale, autre-
ment, il faut spécifier explicitement qu’elle est partielle.

La fonction noté de manière polymorphique par id : A → A pour
n’importe quel A est appelée l’identité et elle est définie par x '→ x.

Une fonction f : A → B est

Chapitre 1

« The big picture »

1.1 L’existence de fonctions non-calculables
semaine 1
lundi &
mercredi

Sans parler d’un modèle de calcul par une machine abstraite, nous
démontrons qu’il doit exister plus de fonctions (mathématiques) sur les
nombres naturels que de programmes pouvant calculer des fonctions
sur les nombres naturels en utilisant une machine quelquonque (déter-
ministe).

Fonctions calculables
Par simplicité, ne regardons que des fonctions sur les nombres natu-

rels N→ N. Quand est une telle fonction considérée d’être calculable ?

Exemple 1.1.1 Une fonction définie de manières procédurales (c-à-d, ou on
donne une préscription mathématiques pour le calcul du résultat) telle que
s(x) !

√
x2 est certainement calculable. En fait, celle-ci est juste une façon

bizarre d’écrire l’identité.

Exemple 1.1.2 La calculabilité de la fonction

f(x) ! “nombre de suisse qui touchent x Frs. par ans”

est basé sur le problèmes de comptage/recensement — qui représente aussi une
préscription mathématiques pour le calcul du résultat — et dépend du nombre
(fini !) de personnes à considérer.

Exemple 1.1.3 Il y a aussi des fonctions dont le résultat dépend directement
d’un problème de décision :

p(n) !
{

1 si n est un nombre pair
0 si n est un nombre impair

g(n) !
{

1 si “la conjecture de Goldbach est vrai”
0 sinon
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si  George W Bush sera réélu
sinon



Fonctions calculable

Approche: 
Intuitivement, ou pratiquement,
une fonction devrait être appelée calculable 
si on peut écrire un programme qui la calcule.

Attention: 
on fait ici référence à un mécanisme d’exécution...

Sujet de l’étude:
automates, machines, ... 
comme modèles d’algorithmes (programmes) 
et de calculs (exécution)



Non-calculabilité

Vrai?  Faux?  Evident?

Il existe plus de fonctions que de programmes.

Nous cherchons à comparer la taille des ensembles infinis.

Problème!

Paradoxe de Galilei : comparer le nombre d’éléments de

N {n2 | n ∈ N}



Cardinalité (I)

N ! Q ! R

0.5. CARDINALITÉ 13

0.4.5 Lemme

1. Si f : A→ B est une fonction injective,
alors il existe une fonction g : B → A qui est surjective.

2. Si g : B → A est une fonction surjective,
alors il existe une fonction f : A→ B qui est injective.

3. Soit f : A→ B une fonction, f−1 est une fonction
ssi f est injective. !

0.4.6 Définition (Application involutive, idempotente) Soit f : A → A une
application.

– f est involutive ssi f ◦ f = idA.
– f est idempotente ssi f ◦ f = f .

0.5 Cardinalité

0.5.1 Définition (Taille d’un ensemble) Soit A un ensemble. On dit que A
est fini s’il existe n ∈ N tel qu’il existe une application bijective de A dans
[[[1;n]]]. Si un tel n existe, il est unique et est appelé la taille de l’ensemble
A, que l’on notera #(A). Si A n’est pas fini, on dit que A est infini et on
pose #(A) =∞. !

Si, pour les ensembles finis, il est facile de comparer leur taille, pour
les ensembles infinis, on introduit la notion de cardinal pour les compa-
rer.

0.5.2 Définition (Cardinalité) Soit A et B deux ensembles.

1. A et B ont la même cardinalité, card(A) = card(B), s’il existe une
application bijective de A dans B. On dit aussi que A et B sont
équipotents.

2. A a une cardinalité plus petite que celle de B, card(A) ≤ card(B),
s’il existe une application injective de A dans B.

3. A a une cardinalité strictement plus petite que celle de B, card(A) <
card(B), si card(A) ≤ card(B) mais card(A) %= card(B).

Il est possible de reformuler les comparaisons de cardinalité en termes
d’applications surjectives.

0.5.3 Définition (Dénombrable) Soit A un ensemble.

1. A est dénombrable si A est fini ou équipotent à N.

2. A est infiniment dénombrable si A est infini et dénombrable.

3. A est non-dénombrable si card(N) < card(A).

0.5.4 Théorème (Cantor) Soit A un ensemble. Alors card(A) < card(P(A)).
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0.5.2 Définition (Cardinalité) Soit A et B deux ensembles.
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application bijective de A dans B. On dit aussi que A et B sont
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s’il existe une application injective de A dans B.

3. A a une cardinalité strictement plus petite que celle de B, card(A) <
card(B), si card(A) ≤ card(B) mais card(A) %= card(B).

Il est possible de reformuler les comparaisons de cardinalité en termes
d’applications surjectives.

0.5.3 Définition (Dénombrable) Soit A un ensemble.

1. A est dénombrable si A est fini ou équipotent à N.

2. A est infiniment dénombrable si A est infini et dénombrable.

3. A est non-dénombrable si card(N) < card(A).

0.5.4 Théorème (Cantor) Soit A un ensemble. Alors card(A) < card(P(A)).



Cardinalité (II)

0.5. CARDINALITÉ 13

0.4.5 Lemme

1. Si f : A→ B est une fonction injective,
alors il existe une fonction g : B → A qui est surjective.

2. Si g : B → A est une fonction surjective,
alors il existe une fonction f : A→ B qui est injective.

3. Soit f : A→ B une fonction, f−1 est une fonction
ssi f est injective. !

0.4.6 Définition (Application involutive, idempotente) Soit f : A → A une
application.

– f est involutive ssi f ◦ f = idA.
– f est idempotente ssi f ◦ f = f .

0.5 Cardinalité

0.5.1 Définition (Taille d’un ensemble) Soit A un ensemble. On dit que A
est fini s’il existe n ∈ N tel qu’il existe une application bijective de A dans
[[[1;n]]]. Si un tel n existe, il est unique et est appelé la taille de l’ensemble
A, que l’on notera #(A). Si A n’est pas fini, on dit que A est infini et on
pose #(A) =∞. !

Si, pour les ensembles finis, il est facile de comparer leur taille, pour
les ensembles infinis, on introduit la notion de cardinal pour les compa-
rer.

0.5.2 Définition (Cardinalité) Soit A et B deux ensembles.

1. A et B ont la même cardinalité, card(A) = card(B), s’il existe une
application bijective de A dans B. On dit aussi que A et B sont
équipotents.

2. A a une cardinalité plus petite que celle de B, card(A) ≤ card(B),
s’il existe une application injective de A dans B.

3. A a une cardinalité strictement plus petite que celle de B, card(A) <
card(B), si card(A) ≤ card(B) mais card(A) %= card(B).

Il est possible de reformuler les comparaisons de cardinalité en termes
d’applications surjectives.

0.5.3 Définition (Dénombrable) Soit A un ensemble.

1. A est dénombrable si A est fini ou équipotent à N.

2. A est infiniment dénombrable si A est infini et dénombrable.

3. A est non-dénombrable si card(N) < card(A).

0.5.4 Théorème (Cantor) Soit A un ensemble. Alors card(A) < card(P(A)).



Fonctions vs programmes (I)

20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1. Propriétés de la fermeture de Kleene.

L∗L∗ = L∗ L∗∗ = L∗ ∅∗ = { ε }
!

1.3 Fonctions versus programmes
Nous démontrons qu’il doit exister plus de fonctions sur N que de

programmes pouvant calculer des fonctions sur N en utilisant n’importe
quel langage de programmation (exécuté de manière déterministe).

1.3.1 Définition
FN ! { f | f : N → N }

dénote l’ensemble de toutes les fonctions (totales) sur N.

1.3.2 Définition Soit Σ l’alphabet d’un langage X de programmation. Alors,

PX ! Σ∗

dénote l’ensemble des mots/programmes sur Σ (voir §1.1 et §1.2).

1.3.3 Définition Soit execX un intérprétateur (du type PX ⇀ (N → N)) qui
associe avec un programme p une fonction execX(p) : N → N. Notons
que tous le programmes ne sont pas associés avec des telles fonctions.
Nous appelons une fonction f calculable par X si f ∈ img(execX), alors si

∃p ∈ PX . execX(p) = f

Nous dénotons par

FX ! { f : N → N | f calculable par X } ⊆ FN

l’ensemble de fonctions calculables par (des programmes en) X.

1.3.4 Théorème Pour tout X : card(FN) > card(FX).

Nous décomposons la preuve comme suit :

card(FN)
(3)
≥ card(2N)

(2)
> card(N)

(1)
≥ card(PX)

(0)
≥ card(FX)

1.3.5 Lemme (Partie (0) de la preuve de 1.3.4) card(PX) ≥ card(FX)

1.3.6 Lemme (Partie (1) de la preuve de 1.3.4) card(N) ≥ card(PX)

1.3.7 Lemme (Partie (2) de la preuve de 1.3.4) card(2N) > card(N)

1.3.8 Lemme (Partie (3) de la preuve de 1.3.4) card(FN) ≥ card(2N)

1.3.9 Théorème Supposons qu’il existe une énumeration f1, f2, . . . de toutes
les fonctions sur les nombres naturels. Alors, la fonction définie par

diag(i) ! fi(i) + 1

ne peut pas apparaître dans cette liste de toutes les fonctions.
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Alphabets, Mots (I)

Chapitre 1

Introduction
semaine 1
lundi &
mercredi1.1 Alphabets et mots

1.1.1 Définition (Alphabet) On appelle alphabet tout ensemble fini Σ. Les
éléments d’un alphabet sont traditionnellement appelés symboles, lettres
ou caractères. !

Pour un alphabet Σ ! { s1, s2, . . . , sk }, on considère souvent l’ordre
total ! défini par si ! sj si et seulement si i ≤ j.

1.1.2 Définition (Mots) Un mot w sur un alphabet Σ est une séquence finie
de lettres de Σ.
Autrement dit, un mot w est un n-uplet (a1, a2, . . . , an) de lettres de Σ
où n ∈ N est appelé la longueur de w, notée |w|. Si n = 0, w est l’unique
mot de longueur nulle appelé mot vide que l’on note ε . La ie projection
(w)i de w est la lettre ai, pour 1 ≤ i ≤ n.
L’ensemble des mots sur un alphabet Σ est noté Σ∗. L’ensemble des
mots non vides, c’est à dire Σ∗ \ {ε} est noté Σ+. !

Par convention, nous utilisons les (meta-) variables a, b, c, . . . pour
les lettres et . . . , u, v, w, x, y, z les mots.

1.1.3 Définition (Concaténation de mots) Soit w ! (a1, . . . , an) ∈ Σ∗ et w′ !
(b1, . . . , bm) ∈ Σ∗, la concaténation w · w′ de w avec w′ est définie par,

w · w′ ! (a1, . . . , an, b1, . . . , bm)

!

1.1.4 Théorème (Σ∗, ·) est un monoïde d’élément neutre ε.

1.1.5 Notation Pour un alphabet Σ ! {s1, . . . , sn} on identifie la lettre si ∈ Σ
avec le mot (si) ∈ Σ∗ de longueur 1. Ceci nous permet d’écrire pour
w ! (a1, a2, . . . , an) ∈ Σ∗, w = a1 · a2 · . . . · an = a1a2 . . . an !
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Ordre lexicographique. L’ordre lexicographique (Σ∗,!l) est la plus pe-
tite relation sur Σ∗ qui satisfait les règles suivantes.

L1
ε !l w

w != ε L2
w · a !l w · a′ a ≺ a′

L3

w !l w′

w · a !l w′ · a′

L’ordre lexicographique ordonne les mot d’abord par leur taille puis, si
celle-ci est égale, alphabétiquement. !

1.1.9 Théorème

1. L’ordre alphabétique est total.
2. L’ordre lexicographique est total. !

1.2 Langages
1.2.1 Définition (Langage) On appelle langage sur un alphabet Σ tout sous-

ensemble de Σ∗. Un langage n’est donc rien d’autre qu’un ensemble de
mots. !

Nous utilisons les meta-variables A,B,C . . . , L, . . . pour les langages.
Les deux langages ∅ et {ε} sont des langages sur n’importe quel alpha-
bet.

Pour construire des langages à partir d’autres langages, nous utili-
sons notamment les opérations suivantes.

1.2.2 Définition (Opération sur les langages) Soit Σ un alphabet fini, L et L′
deux langages sur Σ∗.
Union. L’union L ∪ L′ de L et L′ correspond à leur union ensembliste.
Intersection. L’intersection L∩L′ de L et L′ correspond à leur intersec-
tion ensembliste.
Complément. Le complément L de L est le complément absolu de L
par rapport à Σ∗ (i.e. L = Σ∗\L) .
Concaténation. La concaténation LL′ de L et L′ est définie par LL′ !
{ww′ | w ∈ L ∧ w′ ∈ L′}.
Itération. La ne itération Ln d’un language n est définie de manière
inductive par,

L0 ! {ε} Ln+1 ! LLn

Fermeture itérative. La fermeture itérative (ou de Kleene) L∗ de L est
définie par

L∗ !
⋃

n∈N0
Ln

On utilise aussi la notation suivante, L+ ! LL∗.

1.2.3 Lemme

Pour mercredi:
Lire § 1.2.2
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20 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1. Propriétés de la fermeture de Kleene.

L∗L∗ = L∗ L∗∗ = L∗ ∅∗ = { ε }
!

1.3 Fonctions versus programmes
Nous démontrons qu’il doit exister plus de fonctions sur N que de

programmes pouvant calculer des fonctions sur N en utilisant n’importe
quel langage de programmation (exécuté de manière déterministe).

1.3.1 Définition
FN ! { f | f : N → N }

dénote l’ensemble de toutes les fonctions (totales) sur N.

1.3.2 Définition Soit Σ l’alphabet d’un langage X de programmation. Alors,

PX ! Σ∗

dénote l’ensemble des mots/programmes sur Σ (voir §1.1 et §1.2).

1.3.3 Définition Soit execX un intérprétateur (du type PX ⇀ (N → N)) qui
associe avec un programme p une fonction execX(p) : N → N. Notons
que tous le programmes ne sont pas associés avec des telles fonctions.
Nous appelons une fonction f calculable par X si f ∈ img(execX), alors si

∃p ∈ PX . execX(p) = f

Nous dénotons par

FX ! { f : N → N | f calculable par X } ⊆ FN

l’ensemble de fonctions calculables par (des programmes en) X.

1.3.4 Théorème Pour tout X : card(FN) > card(FX).

Nous décomposons la preuve comme suit :

card(FN)
(3)
≥ card(2N)

(2)
> card(N)

(1)
≥ card(PX)

(0)
≥ card(FX)

1.3.5 Lemme (Partie (0) de la preuve de 1.3.4) card(PX) ≥ card(FX)

1.3.6 Lemme (Partie (1) de la preuve de 1.3.4) card(N) ≥ card(PX)

1.3.7 Lemme (Partie (2) de la preuve de 1.3.4) card(2N) > card(N)

1.3.8 Lemme (Partie (3) de la preuve de 1.3.4) card(FN) ≥ card(2N)

1.3.9 Théorème Supposons qu’il existe une énumeration f1, f2, . . . de toutes
les fonctions sur les nombres naturels. Alors, la fonction définie par

diag(i) ! fi(i) + 1

ne peut pas apparaître dans cette liste de toutes les fonctions.
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1.1.6 Lemme (Décomposition d’un mot) Soit w un mot sur un alphabet Σ ,
nous avons,

Soit w = ε

ou alors ∃a ∈ Σ, w′ ∈ Σ∗. w = a · w′ avec |w′| = |w|− 1 !

1.1.7 Lemme (Principe d’induction sur les mots) Soit P (w) un prédicat sur
les mots d’un alphabet Σ.

Si P (ε)
et ∀w ∈ Σ∗. P (w) ⇒ ∀a ∈ Σ. P (a · w)
alors ∀w ∈ Σ∗. P (w). !

Remarquons que les deux derniers lemmes peuvent se reformuler en
décomposant les mots par la droite.
Si le dernier lemme nous permet de montrer qu’un prédicat est vrai sur
l’ensemble des mots, il nous permet aussi de justifier les définitions par
induction structurelle sur les mots en définissant

– le cas de base : pour le mot vide ε
– le cas inductif : supposant avoir défini pour le mot w ∈ Σ∗, on

définit pour les mots a · w où a ∈ Σ.
Par exemple, on peut définir la longueur len(w) d’un mot w par in-

duction structurelle en définissant :
– le cas de base. On définit len(ε) ! 0
– le cas inductif. Soit w ∈ Σ∗ et supposons que len(w) soit défini et

égal à n. On définit alors pour tout a ∈ Σ, len(a · w) ! n + 1
On peut alors montrer que len(w) et |w| sont égaux pour tous mots w ∈
Σ∗ (par induction sur w !).

Ce genre de définition par induction sur les mots étant fréquent, on
utilisera la présentation sous forme de règles d’inférence.

En continuant sur le même exemple, cela donnerait :

len(ε) ! 0
len(w) = n

len(a · w) ! n + 1

Ces règles d’inférence se lisent : en supposant les prémisses (ce qui se

trouve au-dessus de la barre), on définit la conclusion (ce qui se trouve
en-dessous de la barre). S’il n’y a pas de prémisses, on parle de règle
axiome (ou plus simplement axiome).

L’ordre total d’un alphabet Σ induit des ordres sur les mots de Σ∗.

1.1.8 Définition (Ordre sur les mots) Soit un alphabet Σ et un ordre total
(Σ,&) (et l’ordre strict induit ≺).
Ordre alphabétique. L’ordre alphabétique (Σ∗,(d) est la plus petite
relation sur Σ∗ qui satisfait les règles suivantes.

A1
ε (d w

w != ε A2
a · w (d a′ · w′ a ≺ a′

A3

w (d w′

a · w (d a · w′
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0.3.5 Définition (Ordres) Soit A un ensemble et R ⊆ A×A une relation.
Pré-ordre. Le couple (A,R) est un pré-ordre si R est réflexive et transi-
tive.
Ordre partiel. Le pré-ordre (A,R) est un ordre (partiel) si R est antisy-
métrique.
Ordre total. L’ordre partiel (A,R) est un ordre total si

∀a, b ∈ A. aRb ∨ bRa

Ordre strict. Le couple (A,R) est un ordre strict si R est irréflexive et
transitive.

En général, on utilise les symboles ≤, ' et ( pour les ordres, <, ≺ et
! pour les ordres stricts. !

0.3.6 Définition (Relation d’équivalence) Une relation d’équivalence sur A est
une relation R ⊆ A×A réflexive, symétrique et transitive.
La classe d’équivalence de a ∈ A dans R est l’ensemble défini par

[a]R " { b ∈ A | aRb }
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la relation R dont on parle, on écrit
[a] pour [a]R.
Le quotient A/R est défini par :

A/R " { [a]R | a ∈ A }
c’est l’ensemble des classes d’équivalences de A.
L’index de R est le nombre de classes d’équivalence de R. Il est égal à
#(X/R) (cf. 0.5.1). !

0.3.7 Lemme Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble A.
1. pRq ssi [p] = [q].
2. Si [p] *= [q], alors p *∈ [q] et q *∈ [p].
3. A =

⋃
p∈A[p]. !

0.4 Fonctions
La notion de fonction est un cas particulier de la notion de relation

binaire.

0.4.1 Définition (Fonction) Une fonction partielle de A dans B est une relation
f ⊆ A×B telle que

∀a, b, b′.
(
(a, b) ∈ f ∧ (a, b′) ∈ f

) ⇒ b = b′

On définit les ensembles suivants,
– ED(f) " A, l’ensemble de départ de f ,
– EA(f) " B, l’ensemble d’arrivée de f ,
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Ordre lexicographique. L’ordre lexicographique (Σ∗,!l) est la plus pe-
tite relation sur Σ∗ qui satisfait les règles suivantes.

L1
ε !l w

w != ε L2
w · a !l w · a′ a ≺ a′

L3

w !l w′

w · a !l w′ · a′

L’ordre lexicographique ordonne les mot d’abord par leur taille puis, si
celle-ci est égale, alphabétiquement. !

1.1.9 Théorème

1. L’ordre alphabétique est total.
2. L’ordre lexicographique est total. !

1.2 Langages
1.2.1 Définition (Langage) On appelle langage sur un alphabet Σ tout sous-

ensemble de Σ∗. Un langage n’est donc rien d’autre qu’un ensemble de
mots. !

Nous utilisons les meta-variables A,B,C . . . , L, . . . pour les langages.
Les deux langages ∅ et {ε} sont des langages sur n’importe quel alpha-
bet.

Pour construire des langages à partir d’autres langages, nous utili-
sons notamment les opérations suivantes.

1.2.2 Définition (Opération sur les langages) Soit Σ un alphabet fini, L et L′
deux langages sur Σ∗.
Union. L’union L ∪ L′ de L et L′ correspond à leur union ensembliste.
Intersection. L’intersection L∩L′ de L et L′ correspond à leur intersec-
tion ensembliste.
Complément. Le complément L de L est le complément absolu de L
par rapport à Σ∗ (i.e. L = Σ∗\L) .
Concaténation. La concaténation LL′ de L et L′ est définie par LL′ !
{ww′ | w ∈ L ∧ w′ ∈ L′}.
Itération. La ne itération Ln d’un language n est définie de manière
inductive par,

L0 ! {ε} Ln+1 ! LLn

Fermeture itérative. La fermeture itérative (ou de Kleene) L∗ de L est
définie par

L∗ !
⋃

n∈N0
Ln

On utilise aussi la notation suivante, L+ ! LL∗.

1.2.3 Lemme
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Une fonction non-calculable
Le Théorème 1.1.4 dit que l’on ne peut pas énumérer les fonctions

calculables. Nous utilisons cette idée pour construire une fonction qui
effectivement n’est pas calculable.

1.1.9 Théorème Supposons qu’il existe une énumeration f1, f2, . . . de toutes
les fonctions sur les nombres naturels. Alors, la fonction définie par

diag(i) ! fi(i) + 1

ne peut pas apparaître dans cette liste de toutes les fonctions.

Preuve par diagonalisation...


