Informatique théorique III
Série 6 solution Prof. Nestmann, 2004

1. Myhill-Nerode
Soit 'alphabet ¥ = {a, b}.
1. (a) Définir un AFD M; qui accepte le langage L3 = {a"b" |n € NAn < 3}.
(b) Décrire les classes d’équivalence de =), par des expressions régulieres.
(c) Décrire les classes d’équivalence de =y, par des expressions réguliéres.
(d) Comparer le nombre d’états de M3 et de M=, .

2. Montrer que le langage L = {a"b" | n € N} n’est pas régulier, en utilisant le
théoréme de Myhill-Nerode.
o

Solution.

1. (a) L'automate suivant convient :
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(b)
] =L()
0] = L(a)
[ab] = L(ab)
[aa] = L(aa)
[aaa] = L(aaa)
[aaab] = L(aaab)
[aab] = L(aab + aaabb)
[aabb] = L(aabb + aaabbb)
[b] = L((b+ aaba + aaaa + aaaba + aaabba + (ab + aabb + aaabbb)(a 4+ b))(a + b)*)

(c) Notre salut, comme souvent, passe par la connaissance du cours. En effet,
on sait que =y, est la plus grande L3z-congruence et on sait d’autre part
que =)y, est une Lz-congruence. On en déduit donc que les classes de =/,
sont incluses dans celles de =y, (il y a donc moins de classes pour =y,
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que pour =y,). On cherche donc a réunir les classes trouvées a la question
précédente pour trouver celles de =;,. On obtient :

(€] = L(e)
la] = L(a)
[ab] = L(ab + aabb + aaabbb)
[aa] = L(aa)
[aaa] = L(aaa)
[aaab] = L(aaab)
[aab] = L(aab 4 aaabb)
[b] = L((b + aaba + aaaa + aaaba + aaabba + (ab + aabb + aaabbb)(a + b))(a + b))

Remarquer en outre que tous les mots qui ne sont pas préfixes d'un mot
de L sont toujours équivalents selon =;,.

(d) L'automate des classes M=, de =y, est:
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Le nombre d’états de M. =, est inférieur a celui de Ms.
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2. D’apres le théoreme de Myhill-Nerode, cela revient & montrer que 1'indice de
= n’est pas fini, c’est-a-dire que =, a une infinité de classes d’équivalence.
Soit i, € N avec i # j. On va montrer que a’ #, o/ ce qui aura pour consé-
quence que a’ et a’ sont dans des classes d’équivalences différentes pour tout
i # j, ce qui montrera que =;, posséde une infinité de classes d’équivalences.

Considérons le mot b’. Alors a’b’ € L mais a’b* ¢ L. Donc a* #, a’.
D’ot1 le résultat.

2. Algorithme de minimisation

Soit ¥ un alphabet. Onnote, pourn € N, YS<,, = {u € ¥* | [u| <n} = | X%

0<i<n
Soit M = (Q,%,4,s, F') un AFD. Pour n € N, on définit la relation ~,, sur Q) par:
gr~nqd & YueXe,: 5(q,u) € F < g(q’,u) €F)

1. Montrer que
V’ﬂ S N :~n+1§~n
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2. Montrer que

/
. / C o~ / q~nd
VneN:Yg,q €Q:q~nig <:>{ Va € ¥:6(q,a) ~n 6(¢,a)
3. On suppose maintenant qu’il existe ng € N tel que ~p 11=~p,.
Montrer que
VEk € N imop o1 5="n,

en utilisant le résultat précédent.

4. Montrer qu’il existe ng € N tel que ~y,,+1=~p, par un simple raisonnement
combinatoire.
On a donc montré dans cet exercice que ~= (| v, =nry,, pour ng tel que ~,,+1=""p,.

neN
Remarquer en outre que ~==~). Cet exercice donne donc un moyen de calculer ~;

en partant de ~ et en itérant le procédé de la deuxieme question jusqu’a arriver a
g O

no

Solution.

1. Soitn € Netq,q¢ € Q.
Supposons que g ~,, 11 ¢' et montrons que q ~, ¢'.
Soit u € Y<,,. Alors u € X<pt1.

o~ o~

Comme ¢ ~4+1 ¢/, onadonc §(q,u) € F < d(¢',u) € F, ceci étant vrai quel que

soit u € Y.<, on a montré que q ~, ¢'.

D’ou l'inclusion.

2. Soitn € Netq,q¢ € Q.
~ /

AN { ga g g) :0(q,a) ~y, 6(¢',a)
Supposons g ~,+1 ¢’ et montrons que ¢ ~,, ¢’ etVa € ¥ : §(q,a) ~, §(¢,a).
D’apres la question précédente, on a ~,,41C~,, donc ¢ ~,, ¢'.
Soita € ¥.Ona:

3(8(q,a),u) € F < 3(3(q,a),u) € F)
5(q,au) € F < 8(q,au) € F)

(g, a) ~n 5(‘1/7@) & (Yu e Yen:
& (Vue Xy :

Soit u € ¥ <,,. Par hypothese, ona g ~,4+1 ¢’ et au € X<, 41 (car |u| = n) donc
g(q7 au) € F & g(q', au) € F. Ceci étant vrai quel que soit v € <, ona donc
montré que (g, a) ~y,, 6(¢',a).

D’ot1 I'implication.

~ /
- { ga g g] :0(gq,a) ~p 0(¢,a) = ¢
Supposons g ~,, ¢’ et Va € ¥ : 6(q,a) ~, §(¢', a) et montrons que ¢ ~p+1 ¢’
Soitu € E§n+1.
— Premier casu € Y<, :
Comme g ~,, ¢/, on a g(q7 u) € F& g(q’7 w).
— Second cas |u| =n+1:
Il existe a € L etu’ € X<, tels que u = av'.
Ona d(q,u) = 6(g, av’) = 8(8(q,a),u’) et (¢, u) = 6(5(q’, a), u').
Comme §(q, a) ~y, 6(¢',a), onadonc d(5(q,a),u’) € F < 5(6(q,a),u) € F,
C'est-a-dire §(q,u) € F < (¢, u) € F.
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Dans tous les cas, on a montré g(q7 u) e F e g(q’ ,u) € F, ceci étant vrai quel
que soit u € X<, 11, on en déduit que g ~,11 ¢
D’out 'implication.
3. On raisonne par récurrence sur k pour montrer que Vk € N : P(k) olt P est le
prédicat sur les entiers défini par :

P(k) é"\"’ﬂo+/€:"\"no

— P(0) : évident.
- P(k) = P(k+1).
Soit k € N et supposons P(k). Montrons P(k + 1).

Soit ¢,¢' € Q.
/
-~ ’ q ~no+k 4 , N . L
q ~not+k+1 ¢ S { Va €3 : 8(q,a) ~omgir 3(d'sa) d’apres la question précédente
/

q Nn() q .
car P(k) est vrai

é{ Va € ¥:0(q,a) ~n, 0(¢,a) (k)
S q~ongt1 ¢ d’apres la question précédente
&g~ ¢ car ~pg+1="n,

D'ou P(k +1).
Par théoreme de récurrence, on conclut que Vi € N : P(k) ce qui est le résultat
voulu.

4. Comme (@ est un ensemble fini, il y a un nombre fini de relations sur Q.
En raisonnant par I'absurde, supposons que (*) Vn € N i~ 17#~,.
Alors on peut montrer que pour tout i, 5 € N avec ¢ # j, ~;7~; (voir la preuve
ci-dessous), ce qui est une contradiction car cela donnerait un nombre infini de
relations sur ). Donc il existe ny € N tel que ~,11=~n,
Montrons que (*) implique que pour tout i, j € N aveci # j, ~;#~;.
Supposons (*). Soit 7,5 € N avec ¢ # j. Par symétrie, on peut supposer que
i < j. D’apres la premiere question, on a ~;C~;. Par I'absurde, supposons que
~ij=n~;. Alors on a

~jCri 1S G Cv=nv;Cv g

En particulier, ~;C~,;, 1 C~,; donc ~; 1=~ i.e. ~;41=~,;. On a donc trouvé un
J + J + J +
i qui contredit (*) : on conclut donc que ~;#~
| |

3. Minimisation d’automate anticonstitutionnelle

Minimiser '’AFD M donné par :
% = {a,b} d d

Q =141,492,93,9,95, 6,97} J/ / \ !
o @
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Solution. Suivant l’algorithme, on commence d’abord par éliminer les états inac-
cessibles. On calcule donc acc(M) et I’on obtient I'automate suivant,

¥ ={a,b} a b
Q={q1,92: 43,94, 5,96} Sqi| @2 a3
Fg | g3 g5

Fags | g2 g3

q4 | 45 Qs

g5 | 44 Qe

Fgs | g3 g5

On construit les tableaux successifs suivants :

q1 q1

\/ q2 \/ q2

VA VARRVARN'7

- VvV Vv @ vV VoV @

- Vv Vv - & v VoV - g
vV — = VvV Vv Vv - VvV VvV VYV e

Onadonc R = {(¢2,96), (g6, 92), (94, 95), (¢5, ¢4) }Uid(Q). Et nous avons pour acc(M )/r,
l'automate suivant :

Q={{a} {a2, 6} {3} A{ws,05}}

L
bc$>a




