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3.5 Formes normales des grammaires non-contextuelles

3.5.1 Définition (Symbole potentiellement vide)
Soit G = (V, X, P, §) une grammaire non-contextuelle.
Un symbole A € V est potentiellement vide, si A =, e.

3.5.2 Lemme Soit G = (V, %, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit V, C V défini de maniere inductive par :
(A—e€eP (A— B1By---By)e P Vie[l,k].B, €V,
AeV, AeV,

Alors A est potentiellement vide ssi A € V..

3.5.3 Lemme (Elimination des e-productions)
Soit G = (V, X, P, S) une grammaire non-contextuelle, et I' = V U X.
Soit V. I'ensemble des symboles potentiellement vides.
Soit G' = (V, X, P', S) avec P’ défini de maniére inductive par :
(A—-a)eP acl't™ (A—4By)eP  BeV. ~yelt
(A—a)eP (A=) eP

Alors L(G") = L(G) \ {€}.

3.5.4 Définition (Production unitaire)
Soit G = (V, X, P, §) une grammaire non-contextuelle.
Une production (A — «) € P est dite unitairesia € V.
Deux variables A, B € V forment une paire unitaire (A, B) dans G,
s’il existe une dérivation A =¢, B qui utilise uniquement des produc-
tions unitaires.

3.5.5 Lemme Soit G = (V, %, P, S) une grammaire non-contextuelle.
Soit Ug C V x V défini de maniére inductive par :
AeV (A,B) € Ug (B—->C)eP
(A, A) € Uqg (A7 C) € Ug

Alors, (A, B) est une paire unitaire ssi (4, B) € Ug.

3.5.6 Lemme (Elimination des productions unitaires)
Soit G = (V, X, P, S) une grammaire non-contextuelle, et U I'ensemble
des paires unitaires de G. Soit G’ = (V, X, P/, S) la grammaire dont les
productions P’ sont telles que :

(A,B) € Ug (B—a)eP agV
(A—a)eP

Alors L(G') = L(G).
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3.5. FORMES NORMALES DES GRAMMAIRES NON-CONTEXTUELLES5

Définition (Symboles utiles)
Soit G = (V, X, P, S) une grammaire non-contextuelle etI' = V U X.

1. Un symbole X € I est génératif
s’il existe w € X* tel que X =¢ w.

2. Un symbole X € I est accessible
s’il existe o, # € I'* tel que S =¢, aXf.

3. Unsymbole X € I est utile s’il est génératif et accessible.
Sinon il est inutile.

Lemme
Soit G = (V, %, P, S) une grammaire non-contextuelle, etI' = V U X.
Soit I'gen C I' défini de maniere inductive par :
sEY (A— B1By---By) € P Vi € [1,k].B; € Tgen
5 € I'gen A€ Tlgen

Soit I'yec C I' défini de maniere inductive par :

Aeracc (AHBIBQB]@)EP ’Le[l,]f]
S € Tace B; € Ty

Alors
1. X €I estgénératif ssi X € Igen.
2. X e T estaccessible ssi X € T'yec.

Noter que, dans le calcul des symboles génératifs, le cas k = 0 traite les
productions de la forme A — e.

Lemme Soit G = (V, %, P, S) une grammaire non-contextuelle et I'gep
tel que défini au lemme 3.5.8. Si L(G) = 0, alors S ¢ Igen.

Lemme (Elimination des symboles inutiles)
Soit G £ (V, ¥, P, S) une grammaire non-contextuelle
telle que L(G) # () et I'ye,, tel que défini au lemme 3.5.8.

Soit G' £ (V/, X, P',S) avec V! £ V NTgen, IV £ V' U, et P’ tel que:

(A—-a)eP AeV’ ael™
(A—a)eP

Soit I, . tel que défini (pour G’) aulemme 3.5.8, et G” = (V", ", P",5)

avec V" 2V NI, Y £85I, T2 V"UX" et P" tel que:

acc’/ acc’

(A—a)eP  AeV" ael™
(A— a)eP”

Alors :
1. G” ne contient que de symboles utiles.
2. L(G) = L(G") = L(G").
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3.5.11 Proposition Soit G une grammaire non-contextuelle.
Soit G’ la grammaire résultant de (dans cet ordre) :

1. I’élimination des e-productions selon le lemme 3.5.3,

2. puis del’élimination des productions unitaires selon le lemme 3.5.6,

3. et de I'élimination des symboles inutiles selon le lemme 3.5.10.
Alors, G’ ne contient aucune e-production, aucune production unitaire,
et aucun symboles inutile.

Noter que si les trois transformations ne sont pas appliquées dans 1’ordre
donné alors la proposition n’est pas garantie.

3.5.12 Définition (Forme normale de Chomsky)
Soit G = (V, %, P, S) une grammaire.
G est sous forme normale de Chomsky (FNC) si :

1. V U X ne contient pas de symboles inutiles.

2. Les productions de P sont de I'une des formes suivantes :
(@) A— BCavecA,B,C eV
(b) A—aavecAcVetack.

3.5.13 Théoreme (Chomsky)
Soit G une grammaire non-contextuelle telle que L(G) \ {e} # 0.
Alors, il existe une grammaire G’ en FNC telle que L(G’) = L(G) \ {¢}.

3.6 Lemme de gonflement
3.6.1 Définition La hauteur h(t) d’'un arbre t € Ty est défini par :

h((n)) =0
h((nty...tr)) =1+ max{h(¢) [t € {t1...t;) } }

3.6.2 Lemme Soit G = (V, %, P, S) une grammaire en FNC.
Soit (¢, 1) un arbre de dérivation pour w € %, et n = h(t).
Alors, |w| < 2n~ L

3.6.3 Théoréme Soit ¥ un alphabet et L un langage sur X.
Si L est non-contextuel, alors :
IneN:VzeL:|z| >n=
Ju,v,w,x,y € X*: 2z = uvwry
ANvx # €
Avwe| < n

AVYieN:wlwzly € L



