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Voir [HMUO03] §6.1-3.

3.4 Automates a pile

Définition (AAP)
Un automate a pile (AAP) est un septuplet

M = (Qa E7Fa Aa q0, ZO; F)

ou

— @ est un ensemble fini d’états,

— X est un ensemble fini de symboles, I'alphabet d’entrée,
I" est un ensemble fini de symboles, I'alphabet de la pile,
A:(Q x (Bu{e}) xT') — P(Q x I'*) est la fonction de transition,
qo € Q est'état initial (ou de départ),
Zy € I est le symbole initial (ou de départ),
- F C Q est 'ensemble des états accepteurs (ou finaux).

A doit étre une application; si A(g, s,7) n’est pas explicitement défini,
alors nous admettons que A(qg, s,v) = () de maniere implicite.

Notation On adopte les conventions d’écriture suivantes :

_p7q7"'€Q
- a,b,...€¢Xetu,v... € X*
- XY ZeTeta,B,yel™

Notation (Graphe d’'un AAP) On utilise la représentation des automates
finis mais les fleches sont dessinées comme suit :

Si(¢',a) € Ag,a,X),
on dessine une fleche étiquetée par a, X/a dega ¢’

Définition (Configurations et calculs)
Soit M = (Q, %, T, A, qo, Zo, F) un AAP.

1. Une configuration de M est un triplet (¢, w,v) € Q x X* x I'*.

2. Soit i3 la relation sur les configurations de M définie par :

(¢,aw, XB3) Fur (¢, w, ) si(q',a) € Alg, a,X)
(qawaXﬁ) F]\/[ (q’,w,aﬁ) si (qlva) € A(Q7evX)

Sic s ¢ alors la paire (¢, ¢) est une étape de calcul de M.

3. Un calcul de M pour w est une séquence de configurations de M,

(g0, w, Zo) Far (g, wi, 1) Far oo Far (g5, wisvi) Far -

ot (qo, w, Zy) représente la configuration initiale du calcul. O
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Lorsque l’automate M dont on parle est clair dans le contexte, on écrit
simplement |- a la place de |- ;.

Lemme Soit M = (Q,%, ', A, qo, Zo, F) un AAP.

L Si(g,z,a) " (¢,y,0),
alors pour tout w € £* ety € I'* : (¢, zw, ay) F* (¢, yw, 57).

2. Si(q,zw,a) F* (¢, yw, B),
alors (¢, z, ) F* (¢, v, B).

Définition (Langages acceptés par un AAP)
Soit M = (Q,%,T', A, qo, Zo, F') un AAP.
1. Le langage accepté par M par état final est défini par :

Lotat(M) £ {w € X% | Ig € F,a € T* . (qo, w, Zo) F* (q,¢6,2) }
2. Le langage accepté par M par pile vide est défini par :
LpilG(M) £ {’lU €x” | Elq € Q,O{ err. (QO,’lU,Zo) H* (q767€)}

Notation Lorsque l'on s’intéresse uniquement au langage accepté par
pile vide d’un automate, on ne précise pas ’ensemble des états finaux.
Un AAP est appelé AAP,j. ou AAPg: en fonction du mécanisme d’ac-
ceptation choisi.

Lemme Soit M = (Q, %, T, A, qo, Zo) un AAPpje.
Soit M, = (Q U {p07pf }7 27 ru {XO} 5 A/up07 X07 {pf }) 1’fAIAPétat
tel que QN {po,pr } =0 =TN{Xo}et

A/ : (p07 eaXO) = { (qu ZOXO) }
(q7eaX0)'_>{(pf7€)} Slqu
Alors Lpje (M) = Letat(M”).
Lemme Soit M = (Q, %, T, A, qo, Zo, F) un AAPgs.

Soit M’ = (QU {po,p}, X, T U{Xo}, A", po, Xo) 'AAPpite
telque QN {po,p} =0=TN{Xo} et

A" (po, €, Xo) = { (90, ZoXo) }
(¢,a,Y) — A(q,a,Y) sige@Q,Yel',acX
(g,e,Y)— A(g,e,Y) sige Q\F,Y €T
(g,e,Y)— A(g,e,Y)U{(p,e)} sige F,Y T
(¢.€,X0) = {(p.e) } sig € F
(p,e,Y)— {(p,e)} siY eTU{Xo}
Alors Lgtat (M) = Lpjte(M”).

Corollaire Soit ¥ un alphabet et L C 3*.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
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1. Il existe un AAPe M tel que L = Lyje(M).
2. Tl existe un AAPgir M tel que L = Lgat(M).

3.411 Lemme Soit G = (V, X, P, S) une grammaire non-contextuelle, et I’ &
SUV.Soit M £ ({q},%,T, A, q,5) AAP;, défini par :
A ({g} x (Zu{e}) xT) — P({q} xI™)
(¢g,e,4) — {(g,0) | (A—=ga)eP} siAdeV
(¢.a,a) — { (g, €) } sia € ¥

Alors Lpjie (M) = L(G).

3.4.12 Lemme Soit M = (Q, %, T, A, qo, Zo) un AAPpe.
Soit G £ (V, %, P, S) une grammaire non-contextuelle définie par :

1. S un nouveau symbole,
2. VE{[pZq|pgeQNZeT},
3. P& {S—¢l9Zogl g}

U {[¢Zri] —a s[rYir][riYors] - [re—1Yers]
| (r,Y1---Yy) € A(g,8,Z2) ANri...,Tk €Q AN seX}
U { [¢Zrk] —¢ [rYiri][riYara] - - [re—1Yerk)

| (T,Y1~'~Yk) € A(Q7e7Z) AN S T i GQ}
Alors L(G) = Lyjie(M).

3.4.13 Corollaire Soit > un alphabet et L C ¥*.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un AAPpe M tel que L = L(M).

2. Il existe une grammaire non-contextuelle G telle que L = L(G).



