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2.7 Régularité par équivalences

Définition Soit > un alphabet, L C X* et R une équivalence sur >*.
R est une L-congruence si :

1. R est une congruence pour la concaténation de symboles a droite :
siz Ry, alorsVa € ¥.za R ya.

2. Rraffine L x L, c’est a dire:
six Ry,alorsx € L < ye€ L.

R est une relation de Myhill-Nerode pour L si, de plus,
3. L'index de R est fini : #(X*/r) < 0.

Définition Soit R une relation de Myhill-Nerode pour L C X*.
On définit 'AFD Mgz = (Q, %, 6, s, F') par :
Q=YYr={[zlr|zex}
s £ [dr
F2{lz|lg|zeL}
0: X/rxX—Xg
([2]r. a) = [wa]r

Proposition Soit R une relation de Myhill-Nerode pour L.
Alors L(Mpg) = L.

Définition Soit M = (Q, X, 4, s, F') un AFD.
On définit la relation =,; € ¥* x ¥* par:

x=pmy ssi I(s,x) =6(s,y)

Lemme Soit M = (Q, %, 4, s, F) un AFD. Alors #(2*/=,,) € #(Q).

On a l'égalité = a la place de l'inclusion C si tous tes états de M sont
accessibles (avec Définition 2.8.1 : si M = acc(M)).

Proposition Soit M/ un AFD.
Alors =, est une relation de Myhill-Nerode pour L(M).

Définition Soit ¥ un alphabet et L C X*.
On définit la relation =5, C ¥* x ¥* par:

xr=py ssi VZEE*.(J:ZEL = yzEL)

Lemme Soit X un alphabet et L C X*.

1. =y, est une L-congruence.
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2. Pour toute L-congruence R,ona R C =r.

C’est-a-dire =, est la plus grande L-congruence.

2.7.9 Corollaire Soit M un AFD. Soit L = L(M).
1. =M g =L.
2. #(2*/EL) S #(2*/EJM) <00
3. =, est une relation de Myhill-Nerode pour L.

2.7.10 Théoréme (Myhill-Nerode) Soit > un alphabet et L C X*.
Alors L est régulier ssi #(X*/=, ) < oo.

2.7.11 Définition Soit L C X* tel que =, est d'index fini.
Alors I'automate M=, est dit automate des classes d’équivalences de L.

2.7.12 Lemme Soit L C ¥* tel que =y, est d'index fini. Soit @, = £*/=, l'en-
semble d’états de I’automate des classes d’équivalences de L.
SiM = (Q,%,0,s, F)un AFD tel que L(M) = L, alors #(Q) > #(Qr).

2.8 Minimisation des automates

2.8.1 Définition Soit M = (Q, %, 0, s, F') un AFD.

1. Un état g € Q est dit accessible
sil existe un mot w € £* tel que d(s, w) = q.

2. AFD acc(M) = (Q',%,0', s, F') est défini par :

Q' = {q€Q]|q accessible }
o £ 0 rQ’XZ
FFAFrnQg
2.8.2 Définition Deux AFD M; = (@1, %, 01, 51, F1) et My = (Q2, X, 62, s9, Fo)
sont dits isomorphes, noté M, = M, s'il existe une application bijective
f:Q1 — Q2 telle que
1. f(Sl) = So.
2. Vg€ Q1 .YaeX. f(61(q,a)) = d2(f(q),a)
3. g€ Fyssif(q) € Fo.

2.8.3 Définition Soit M = (Q, X, 9, s, F') un AFD et R une équivalence sur Q).
On définit 'automate M/g = (Q/r, %, ¢/r, §/r, F/r) par:
Qr={llr|IpeQ}
s/r = [s]r
Flr={lplr|peF}
Or: Qlr XX — Q/r
([plr,a) — [0(p, a)]r
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2.8.4 Définition Soit M = (Q, %, 0, s, F') un AFD.
On définit la relation ~,; C @ x @ par:

pr g ssi VZEZ*.(S(p,z)EF<:>3\(q,z)eF)

2.8.5 Notation Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur ’automate M dont on
parle, on écrit ~ a la place de ~.

2.8.6 Lemme Soit M = (Q, %, 4, s, F) un AFD.
1. p=py gssiL, = L.

2. =) est une équivalence (sur Q). m|

11 est alors possible de construire I'automate M/, .

2.8.7 Lemme Soit M = (Q,%,d,s, F)un AFD et M/, = (Q/x, X, O/ s S/ne, Fme)-
1. p € Fssi[pla € F/n.
2. Si [pla = [g]~, alors Va € . [d(p, a)|~ = [6(q, a)]~.
3. ¥z € 2 (3 ([p), 2) = [3(p. 2)]).
4. L(M/~) = L(M). O

2.8.8 Théoreme Soit M un AFD avec acc(M) = M. Soit L = L(M).
Alors, M/x,, & M=

=L

2.8.9 Lemme Soit M = (Q,%, 4, s, F) un AFD. Soitp,q € Q eta € X.
1. Sipe Fetqg ¢ F,alorsp #) q.
2. Sié(p,a) #wm (g, a), alors p #u q.

2.8.10 Notation Soit M = (Q,%,4, s, F) un AFD. Soitp,q € Q eta € .
Nous écrivons {p, q} N {p',q'} sid(p,a) =p' etd(q,a) =¢'.
Nous définissons Po(Q) £ { P C Q | #(P) =2}.

En d’autres mots : P2 (Q) contient comme éléments tous les couples non-
ordonnés {p,q} avec p,q € Q et p # g. (Noter que {p,p} dénote un en-
semble de taille 1, donc {p, p} € P2(Q).)

2.8.11 Définition (Algorithme de minimisation) Soit A/ un AFD.
1. Transformer M en acc(M) = (Q,%,4, s, F).
2. Calculer I'ensemble R, C P»(Q) par la procédure suivante :
(a) Construire un tableau avec une entrée par élément de P> (Q).
(b) Marquer tous les couples {p,q} telsquep € Fetq & F:

INIT Soitp,q € Q.
Sipe Fetq¢ F,alors {p,q} €R,,.

(c) Répéter I'application de la regle suivante tant qu’elle permet
de rajouter des nouveaux élémentsa R, :

STEP Soita € X etp,p'q,q¢ € Q.
Si{p.q} — {p,q'}et{p. ¢} €R,/, alors {p,q} €R,.
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3. Posons R = { (p.q) | {p.q} ¢R }-
Noter que R C Q x Q etqueldg C R.

4. I'automate minimal est ’AFD acc(M)/g.

2.8.12 Théoréme Soit un AFD M et R la relation obtenue en appliquant 1'al-
gorithme de minimisation sur M. Alors R = ~,cc(ur)-

2.8.13 Lemme Si M’ est le résultat de la minimisation de M, et si M" est le
résultat de la minimisation de M’, alors M’ = M" .



