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2.5 Propriétés des langages réguliers
2.5.1 Théorème (Rappel) Soit Σ un alphabet, L un langage sur Σ. Les pro-

position suivantes sont équivalentes :
1. L est régulier.
2. Il existe un AFD M tel que L(M) = L.
3. Il existe un AFN M tel que L(M) = L.
4. Il existe un AFNe M tel que L(M) = L.
5. Il existe une expression régulière x ∈ REΣ telle que L(x) = L.

2.5.2 Lemme Soit M1 = (Q1,Σ, δ1, s1, F1) et M2 = (Q2,Σ, δ2, s2, F2) deux
AFD. Posons,

Q1×2 , Q1 × Q2

δ1×2((q1, q2), a) , (δ1(q1, a), δ2(q2, a))

s1×2 , (s1, s2)

Alors :
∀x ∈ Σ∗ : δ̂1×2((p, q), x) = (δ̂1(p, x), δ̂2(q, x))

L’automate M1⊗2 , (Q1×2,Σ, δ1×2, s1×2, F1 × F2)
reconnaît le langage L(M1⊗2) = L(M1) ∩ L(M2).
L’automate M1⊕2 , (Q1×2,Σ, δ1×2, s1×2, (F1 × Q2) ∪ (Q1 × F2))
reconnaît le langage L(M1⊕2) = L(M1) ∪ L(M2).

2.5.3 Théorème (Propriétés de stabilité (1))
Soit Σ un alphabet et A,B ⊆ Σ∗ des langages réguliers. Alors,

1. A ∩ B est régulier.
2. A ∪ B est régulier.
3. AB est régulier.
4. A∗ est régulier.
5. A est régulier.
6. A \ B est régulier.

2.5.4 Définition (Homomorphisme de mots) Une application h : Σ∗ → Σ′∗

est un homomorphisme de mots si

h(ε) = ε

∀x, y ∈ Σ∗ : h(x · y) = h(x) · h(y)
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2.5.5 Lemme Un homomorphisme de mots h : Σ∗ → Σ′∗ est entièrement
défini par son image sur Σ, c’est à dire par la donnée d’une application
f : Σ → Σ′∗.

2.5.6 Théorème (Propriétés de stabilité (2)) Soit Σ,Σ′ deux alphabets et h :
Σ∗ → Σ′∗ un homomorphisme de mots. alors

7. Si B ⊆ Σ′∗ est régulier, alors hR(B) est aussi régulier.
8. Si A ⊆ Σ∗ est régulier, alors h(A) est aussi régulier.

�

Notons pour A ⊆ Σ∗, h(A) régulier n’implique pas toujours A régulier.

2.6 Lemme de gonflement
2.6.1 Remarque (Principe des tiroirs de Dirichlet) Si l’on range strictement

plus de n chaussettes dans n tiroirs, alors il existe un tiroir qui contient
au moins deux chaussettes.

2.6.2 Lemme Soit M = (Q,Σ, δ, s, F ) un AFD et w ∈ L(M) tel que |w| >

#(Q). On décompose w en a1 · . . . · an avec n = |w| et ai ∈ Σ.
Alors il existe 1 ≤ i < j ≤ n tel que :

∀k ∈ N : (a1 · . . . · ai) · (ai+1 · . . . · aj)
k · (aj+1 · . . . · an) ∈ L(M)

2.6.3 Lemme (Gonflement) Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ. Si L

est régulier, alors G(L) est vrai avec

G(L) , ∃n ∈ N : ∀w ∈ L : |w| ≥ n ⇒




∃x, y, z ∈ Σ∗ : w = xyz

∧ y 6= ε

∧ |xy| ≤ n

∧ ∀k ∈ N : xykz ∈ L




2.6.4 Corollaire Soit Σ un alphabet et L un langage sur Σ. Si G(L) n’est pas
satisfaite, alors L n’est pas régulier. �

Il est important de noter que le lemme de gonflement énonce une
propriété nécessaire des langages réguliers, mais pas suffisante. On peut
donc utiliser le lemme de gonflement — le corollaire plus précisement
— pour montrer qu’un langage n’est pas régulier. Mais on ne peut pas
l’utiliser pour montrer qu’un langage est régulier.


