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2.4 Expressions réguliéeres

Définition (Expressions régulieres) Soit ¥ un alphabet. Pour chaque
a € ¥, on se donne un nouveau symbole que 'on note a. On se donne
également les symboles €, @, 'opérateur unaire *, les opérateurs bi-
naires +, -. On définit alors ’ensemble REsy; des expressions réguliéres sur
¥ comme étant le plus petit ensemble satisfaisant les regles :

a€X
a € REx, € € REx, o € REx
x € REy x € REy, yGREZ x € REy yGREE
(x*) € REx (x+y) € REx (x-y) € REx

Notation Pour alléger la notation, on introduit un ordre de priorité sur
les opérateurs qui est, du plus faible au plus fort, +, -, *. Cela permet de
supprimer certaines parentheses. Par exemple 1’expression ((x*)+(y-z))
peut s’écrire sans ambiguité x* + y - z. L'opérateur - est souvent omis,
I'expression ci-dessus peut donc se noter x* + yz.

Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur 1’alphabet ¥ utilisé, on écrit sim-
plement RE I’ensemble des expression régulieres sur X.

Définition (Langage dénoté par une expression réguliére) Soit ¥ un
alphabet. Le langage L(x) denoté par une expression réguliere x € REsx
est défini par induction structurelle sur 1'expression x comme suit :

L(a) £ {a} L(x+y) £ L(x) UL(y)
L(e) = {e} L(x-y) 2 L(x) L(y)
L(e) £ 0 L(x*) £ L(x)*

Noter que l'on confond parfois I'expression réguliére avec le langage
qu’elle dénote. Des lors il arrive que I'on écrive w € x au lieu de w €
L(x).

Remarque Les symboles d'une expression réguliére dénotent un lan-
gage, c’est pour cela que l'on utilise une fonte grasse pour distinguer
le langage contenant un symbole du symbole lui-méme. Cependant en
pratique on omet souvent la graisse, tout en restant conscient de cette
différence.

Théoréme Soit x une expression réguliere sur un alphabet X.
Alors, il existe un AFNe M sur X tel que Le (M) = L(x).
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Définition (Expressions réguliéres équivalentes et ordonnées)
Deux expressions régulieres x et y sont équivalentes, noté x < y,
si les langages qu’elles dénotent sont égaux :

x~y < Lx)=L(y)

Similairement, x et y sont ordonnées, noté x < y, si le langage dénoté
par x est inclus dans le langage dénoté par y, i.e.

xSy e L(x) CL(y)

Lemme Soit x et y deux expressions régulieres. Alors :
1. = est une équivalence.
2. xSyex+ty~y

3. xSyAySx=x=xYy

Définition (Contextes des expressions réguliéres) Soit ¥ un alphabet.
On définit ’ensemble CREyx. des contextes des expressions régulieres sur 3
comme étant le plus petit ensemble satisfaisant les regles :

(S CREZ
[[] € CREg (c*) € CREg
x € REx, c € CREx x € REx, c € CREx
(x+c) € CREy (c+x) € CREy,
x € CREgx c € CREx x € CREgx c € CREgx
(x-c) € CREx (c-x) € CREyx

[-] est appelé le trou d'un contexte. Si ¢ € CREy et x € REgy, alors
c[x] denote l'expression réguliere que 1’on obtient comme résultat de
I'application de c a x, par laquelle le trou est remplacée par 1'expres-
sion x.

Définition (Congruence) Soit R une équivalence sur REs. R est une
congruence si elle est préservée par tous les contextes ¢ € CREy, donc,
si elle satisfait la régle :

xRy c € CREy
c[x] R cly]

Lemme La relation =~ est une congruence.
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2.4.11 Proposition (Simplification d’expressions réguliéres) On peut simpli-
fier les expressions réguliéres avec les équations et inéquations suivantes :

x+(y+z)=(x+y)+z 21
X+y~y+x (2.2)
X+0~Xx (2.3)
X+ X~X (2.4)
x(yz) ~ (xy)z (2.5)

X€E ~ X (2.6)

€X ~ X (2.7)

X0 < 0 (2.8)

oX ~ 0 (2.9)

x(y +z) ~ Xy + xz (2.10)
(x+y)z~xz+yz (2.11)
€+ xx" ~x* (2.12)
€e+x"x ~x* (2.13)
v+xz<z=x"y <z (2.14)
y+zxSz=yx" Sz (2.15)

2.4.12 Définition Soit M = (Q, %, 4, s, F') un AFD.
Pour tout ¢ € @, on définit le langage L, par :

Ly 2 L((Q%,6,4,F))
2.4.13 Lemme Soit M = (Q, X, d, s, F') un AFD. Alors, pour tout ¢ € Q :
Le= ( U, ool Lo ) U{elqeF} (LIN)

2.4.14 Lemme (Arden) Soit ¥ un alphabet. Soit X, A, B C ¥* des langages
sur ¥ tels que € ¢ A et satisfaisant 1’équation :

X=AX+B
Alors X = A*B.

2.4.15 Définition (Conversion de AFD en RE) Soit (Q, X%, 4, s, F).

1. Etablir un systéme de #(Q) équations linéaires (du format (LIN))
qui définissent les « variables » L, correspondants aux états g € Q).

2. Par abus de notation, nous écrivons a a la place de {a} et + ala
place de U; ceci est justifié par Définition 2.4.3.

3. Résoudre ce systeme de maniere récursive par élimination des va-
riables (sauf L) l'une aprées l'autre en utilisant le Lemme 2.4.14
d’Arden et la Proposition 2.4.11.

4. On résout ce systeme afin de trouver une expression réguliere
pour L.

2.4.16 Théoreme Soit M un AFD et x le résultat du systéeme d’équations de la
Définition 2.4.15 appliqué a M. Alors, L(x) = L(M).
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2.4.17 Définition (AFNG) Un automate fini non déterministe généralisé (AFNG)

est un quintuplet
M = (Q527A757f)

N

ol

— @ est un ensemble fini d’états,

— ¥ est un ensemble fini de symboles, I"alphabet (d’entrée),

- A (Q\{f}) x (Q\{s}) — REx estla fonction (totale) de transition,
s € @ est1'état initial (ou de départ),
- f € Q est1'état accepteur (ou final).

2.4.18 Définition Soit M = (Q, X, A, s, f) un AFNG.

1. M accepte le mot w € X*
s’il existe wy, ..., w, € * et qo,...,q; € Q tels que

@ w=w;-...-wg
(b) o =setq,=f
(c) Vie[1,k] : w; € L(A(gi-1,4:))
2. Le langage accepté par M est défini par :

L(M) £ {w € ¥* | w accepté par M }

2.4.19 Définition (Conversion d’'un AFD en AFNG) La fonction G de généra-
lisation est définie par :

G: AFD — AFNG
(Q?E76757F) = (QG727A7SG7fG)

avec Qg = QU {sa, fa }ou QN {sqg, fa } = 0 et A telle que

g€ (@\{s}) U{fc}

A(sg,s) =€ A(sg,q) =0
qeF qgEQ\F
A(qvfG):e A(qnfG):g

. €Q {aldlga)=q¢}={ar...,an} #0
Alg,q)=ar+---a,

.¢€Q {aldlga)=q¢}=0
Ag,q)=»o

2.4.20 Théoreme Soit M un AFD. Alors L(M) = L(G(M)).
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Définition (Réduction de AFNG)
Soit M = (Q,%,A,s, f)un AFNGetge Q\ {s, [ }.
La réduction R(M, q) de M par ¢ est définie par

R(M.q) = (Q\{q}. 2, A5, f)
avec A’ étant définie par la regle :

qeQ\{f} d<cQ\{s}
A'(q,qd) = Alq.d) + Alg,7) - (A@ )" - A@.q)

Lemme Soit M un AFNG. Alors L(M) = L(R(M)).

Définition (Algorithme de conversion de AFD en RE)
On définit I'algorithme reduce qui prend un AFNG en argument et le
réduit jusqu’a ce qu’il ne contienne plus que deux états, & savoir 1'état
initial et 1’état final.
reduce( (Q, X, A, s, f)) =
si#(Q) > 2
choisirq € Q \ {s, [}
retourner reduce( R((Q, %, A, s, f),q))
sinon
retourner (Q, X, A, s, f)
En utilisant reduce, on définit ensuite 1’algorithme afd2re qui prend un
AFD en argument et renvoie une expression réguliere.
afd2re(Q, 3,9, s, F) :=
calculer (Q', %, A, s, f)=reduce( G((Q, %, 0,5, F)))
retourner A(s’, f')

Théoreme (Correction de I’algorithme de conversion) Soit M/ un AFD
et x le résultat de 1'exécution de afd2re(M). Alors L(M) = L(x).



