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1.4 La hiérarchie de Chomsky

Définition (Grammaire générative)
Une grammaire est un quadruplet G £ (V, %, P, S).

— V est un alphabet non vide de symboles non-terminaux.

— X est un alphabet non vide de symboles terminaux disjoint de V'

Vnx=0).
- P C (I't xT*) (avecT' £ VUY) est un ensemble fini de productions.
— S € V est le symbole de départ. ]
Nous utilisons des lettres grecques minuscules «, 3, ... pour les élé-

ments de (V' U X)*. Pour spécifier une production (o, 3) € P, on note
a — [ ou encore a —¢ f.

Définition (Dérivation directe) Soit G = (V, ¥, P, S) une grammaire.
La relation de dérivation directe dans G entre deux mots o, 5 € (V U X)*
est définie par,

a/ —a ﬁ/
(a=¢p) & 30,797 ec(VUR):q a=~dy
B=6"
On dit alors que [ est directement dérivable de « dans G. O

Définition (Dérivation) Soit G = (V, X, P, S) une grammaire. On défi-
nit la relation de dérivation =, comme étant la fermeture réflexive et
transitive de = .

Une dérivation de o en o, dans G est une séquence finie (a;);¢[o,,) d'€lé-
ments de (V U X)* telle que Vi € [0,n — 1] : a; =¢ @it1. On note géné-
ralement cette séquence o, =g 1 =G ... =G Qn. O

Définition (Langage d’une grammaire) Soit G = (V, %, P, S) une gram-
maire.

1. Un mot v € X* est généré par G ssi S = v. Dans ce cas on dit
que v est un mot terminal de la grammaire.

2. Le langage généré par G est défini par:
LG)2{veX |S=5v}

Définition (Type d’une grammaire) Soit G = (V,%, P, S) une gram-
maire. Un grammaire est dite de

Type 0 dans tous les cas.

Type 1 si pour toute production « —¢ 8 € Pona,
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La grammaire G est dite contextuelle.

Type 2 sipour toute production o« —¢ € Ponaa € V. La grammaire
est dite [ibre de contexte ou non-contextuelle.

Type 3 si toutes les production o —¢ 8 € P sont de la forme,
1. A - wB
2. A —G w
avec A, B € V et w € ¥*. La grammaire est dite réguliere.
Avec cette définition, on parle de grammaires linéaires a droite. Si
I'on remplace ci-dessus wB par Bw, on parle de grammaires [i-
néaires a gauche. Ces deux définitions sont équivalentes, un lan-

gage générable par une grammaire linéaire a droite 1’est aussi par
une grammaire linéaire a gauche, et vice-versa.

1.4.6 Définition L'ensemble des langages générés par les grammaires d'un
type i est donné par :

L; ={L(G) | Gestde typei}.
Un type de grammaire i est inclus dans un type j si £; C L. o

1.4.7 Définition (Type d’un langage) Un langage L estde typeisi L € L; et
L est strictement de type i si L € £; \ L;41), C’est a dire si L est généré
par une grammaire de type i et par aucune grammaire de type ¢ + 1.

1.4.8 Théoreme (Hiérarchie de Chomsky)
La relation entre les types de langages est :

[:3 C £2 c Ly C Eo
Les inclusions sont strictes.

Etant donné une grammaire G = (V, X, P, S) de type 1, il existe un
algorithme qui permet de décider en temps fini si un mot = € X* appar-
tient au langage L(G) ou non.
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2.1.1 Définition Un automate fini déterministe (AFD) est un quintuplet
M = (Q? E? 57 87 F)

N

ol
— @ est un ensemble fini d’états,
— ¥ est un ensemble fini de symboles, I'alphabet (d’entrée),
- 0:Q x X — Q est la fonction (totale) de transition,

s € @ est1'état initial (ou de départ),

- F C @ est un sous-ensemble de Q, les états accepteurs (ou finaux).

2.1.2 Notation Un automate (Q, %, d, s, F') peut aussi étre défini en spécifiant
son alphabet ¥ = {s1,...,s, }, son ensemble d’état Q = {q1,...,qm }
et I'un des éléments suivants :

— un graphe :
1. Pour tout état ¢ € @ on dessine un noeud dans le graphe (g
entouré d’un cercle).

2. Pour toute transition §(g,s) = ¢’ on dessine une fleche éti-
quettée par s allant du noeud ¢ a ¢’

3. L'état initial s est distingué par une fleche dont la queue n’est
attachée a aucun état et dont la téte pointe sur s.

4. Pour tout état accepteur ¢ € F, on dessine un second cercle
autour de son noeud correspondant.

— un tableau de la forme :

5 51 ... S’L “ e Sn
q1 5(Q1,81) 6(‘]1751') 5((11, Sn)
Fqj | 6(gj.s1) -+ 0(g,8) - (g5, 8n)
SF qm 5(Qma 31) ce 5(Qma Si) co 6(Qm7 Sn)
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ou S et F' sont utilisés pour marquer les états initiaux (ici : ¢,,) et
finaux (ici: { g;, ¢m }).

Définition (Fonction de transition sur les mots) Etant donné un AFD
(Q,%,9,s,F), on étend la fonction de transition ¢ en une fonction de
transition 0 :  x ¥* — @ sur les mots définie par :

_dlg.€)
0(q, wa)

q

~

5(6(q, w),a)

> >

Définition (Langage accepté par un automate) Soit M = (Q, %, 4, s, F)
un AFD.

1. M accepte le mot w € ¥* ssi §(s,w) € F. Dans le cas contraire on
dit que M rejette w.

2. Le langage accepté par M est défini par :
L(M) 2 {we S |5(s,w) € F}

Définition (Langage régulier) Un langage L C X* est dit régulier s'il
existe un automate fini M tel que L(M) = L.

Théoréme Soit L un langage sur ¥. Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

1. Ml existe un AFD M = (@, X, 4, s, F) avec L(M) = L.
2. Il existe une grammaire réguliere G = (V, X, P, S) avec L(G) = L.



