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410 Problemes pratiques...et indécidables

Définition (Jeu de Domino) Soit ¥ un alphabet.
Une jeu de domino (A, B) de taille k € N
est une paire d’applications 4, B : [1, k] — £*.

Notation Un jeu de domino (A, B) de taille k¥ € N définit une liste finie
de paires que nous notons :

50 (] [#0]

Définition Soit ¥ un alphabetet f : [1,k] — X*.
Soit I =1 -43...im € [1,k]T un mot non vide. On définit :

P & flin) - flia) oo flim)

Définition (PCP) Soit ¥ un alphabet.
Soit (A, B) un jeu de domino de taille k € Net I € [1,k]*.

1. T est une solution de (A, B) si A(I) = B(I).
2. I est une solution partielle de (A, B) si
(a) A(I) est préfixe de B(I), ou
(b) B(I) est préfixe de A(I).
Le probleme de correspondance de Post (PCP) consiste & déterminer si un

jeu de domino (A, B) donné a une solution ou non. Un jeu (A4, B) est
une instance du PCP.

Lemme Soit ¥ un alphabet, (A, B) une instance de taille £ du PCP et
I € [1, k]" une solution de (4, B).
Alors tout préfixe de I est une solution partielle de (A4, B).

Définition (PCPM) Soit ¥ un alphabet, (A, B) un jeu de domino de
taille k et I € [1, k]*. I est solution de (A, B) selon le PCP modifi¢ (PCPM)
si:

A(1-1)=B(1-1)

(A, B) est une instance du PCPM.

Définition Toute instance (A, B) du PCP(M) peut étre encodé en bi-
naire, et en utilisant un symbole séparateur de la fagon suivante :

— prendre la taille de I’alphabet ;

— déterminer le nombre de bits nécessaire ;

— commencer par coder ce nombre en binaire;

— puis, en binaire, toutes les paires de 'instance du PCP;
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— séparer a chaque fois la suite avec le séparateur.
Les langages PCP et PCPM sont ainsi définis (de maniére injective) par
des ensembles de mots sur un alphabet fini (ici, de taille 3).

PCP®
PCPM®

{w € PCP | w estsoluble }
{w € PCPM | w estsoluble }

A
A

Théoréeme PCPM® <, 4 PCP®.
Théoréme PCP® est semi-décidable.

Définition Soit M = (Q,{0,1},T,4, ¢, B, F) une MT.

Soit ¢ = (g, i, rub) une configuration de M.

Si rub(z) = B pour tout z € Z, alors w. = €.

S'il existe z € Z tel que rub(z) # B, alors soit z4, zy définis par :
— rub(zq) # B # rub(zy), et
- Vj € Z\ |za, zf] . rub(z) = B.

Soit w, £ rub(zg) - ... - rub(zy).

Nous représontons c aussi comme élément de I'*QI'" par :

q-B siw, =¢€
s Jrub(zq) - ... -rub(i—1) - ¢ -rub(i) - ... -rub(zs) sii€ [zq,2f]
O(c) = i .
q-B¥ i, sii < zq
we-BT17* .. B sizy <i

Comme inverse, nous définissons pour le cas « standard » dans lequel
la téte se trouve a l'intérieur du mot commengant en position 1 :

O NXy-...-Xi1-q¢-Xi-...- X,) 2 (q,i,Tub)

Xj sije[l,n]

ou X, # B # X, et tel que rub(j) £ { ~
B sinon

Théoréeme Ly <,.q PCPM®.
Corollaire PCPM® et PCP? sont indécidable.

Définition

Soit (A, B) une instance de taille ¥ du PCP sur I'alphabet .
Soit, pour tout 1 < j < k:w; £ A(j) et x; = B(j).

Soit ay, ..., ar des nouveaux symboles. Alors,

Gap = ({S,SA,SB},ZU{al,...,ak},P,S)
est la grammaire (non-contextuelle) définie par :

S -G SA | SB
Sa —¢ wiar | -+ | wpar | wiSaar | oo | wpSaak
Sp —¢ way | - | mpar | 21Spar | - | @kSpak
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4.10.14 Théoréme Soit (A, B) une instance du PCP.
(A, B) est soluble ssi G 45 est ambigué.

4.10.15 Corollaire Le probléme qui consiste a décider I’ambiguité d"une gram-
maire quelconque est indécidable.



