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4.8 Raisonnement par réduction

Définition (Réduction)
Soit 3, A deux alphabets et A C ¥*, B C A*.
Une réduction de A a B est une application o : ¥* — A* telle que :

1. ¢ est Turing-calculable par une machine totale.
2. we Assio(w) € B

Nous écrivons A <,.q B s'il existe une réduction de A a B.

Lemme
Soit 31, 39, X3 trois alphabets et A; C X7, Ay C 33, et A3 C X3,
Sl Al Sred A2 et A2 Sred AS/ alors Al Sred AB-

Corollaire Soit ¥ un alphabet, (X*, <,cq) est un pré-ordre.

Théoréme
Soit 3, A deux alphabets et A C £*, B C A* tels que A <,q B.

1. Si B est décidable, alors A est décidable.

2. Si B est semi-décidable, alors A est semi-décidable.

Corollaire (Principe de réduction)
Soit ¥ et A deux alphabets, A C ¥*, B C A* tels que A <,q B.

1. Si A estindécidable, alors B est indécidable.

2. Si A n’est pas semi-décidable, alors B n’est pas semi-décidable.
4.9 Propriétés des langages semi-décidables

Définition (Rappel) L, est I'ensemble des langages semi-décidables.
Sans perte de généralité on suppose que l'alphabet de ces langages est

{0,1}.

Définition (Propriété)
Une propriété P sur les éléments de X est un sous-ensemble de X.
On peut le décrire :

1. par un prédicat P(z),onaalors P = {z € X | P(z)},
2. ou par une fonction caractéristique P : X — {0,1}.

Définition (Décidabilité des propriétés)
Soit P C Ly une propriété sur les langages semi-décidables.



4.9. PROPRIETES DES LANGAGES SEMI-DECIDABLES

1. P est décidable si sa fonction caractéristique
P:Ly—{0,1}

1 siLeP
L— .
0 sinon

est totale et Turing-calculable.

2. P est semi-décidable si sa fonction semi-caractéristique

P: Ly—{0,1}
L—1 silLeP

est Turing-calculable.

4.9.4 Définition
Soit P C Ly une propriété sur les langages semi-décidables.
P est triviale si :

1. VL e Ly.P(L)=1,ousi
2.VLe Ly.P(L)=0.
Sinon P est non-triviale.

4.9.5 Théoreme (Rice I)
Toute propriété P C L non-triviale est indécidable.

4.9.6 Définition
Soit P C Ly une propriété sur les langages semi-décidables.
P est monotone si :

VL,L' e L,.LC L' = P(L) < P(L)
Sinon P est non-monotone.

4.9.7 Théoreme (Rice II)
Toute propriété P C L non-monotone est non-semi-décidable.



