Exercices sur les grammaires 31 octobre 2006

Corrigé

Exercice 1

1. La grammaire des nombres décimaux de la suite de Fibonacci in-
férieurs a 20 est un quadruplet (X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, N =
{S}, P, S) ou P est I'ensemble de productions suivant.

P={s = 1[235/8/13 }

Il n’existe pas de grammaire plus simple : la relation entre deux
nombres de la suite de Fibonacci dépend de propriétés qui ne peuvent
étre encodées dans une grammaire (addition de deux entiers, ordre
des éléments).

2. La grammaire des mots qui contiennent la chaine baab est, par exemple,
un quadruplet (X = {a,b}, N = {S,W}, P, S) ot P est I'ensemble de
productions suivant.

p_ S = WbaabW
W = bW|aWl]e

3. La définition d'une grammaire des mots dont le nombre de a et de

b est égal est un peu plus subtile et peut se faire de différentes ma-
nieres.
Une solution est de garantir la propriété d’égalité du nombre de a
et de b aprés chaque production. Dans ce cas, une grammaire est un
quadruplet (£ = {a,b}, N = {S}, P, S) ou P est, par exemple, un des
ensembles de productions suivant.

P={S = aSb|bSa|abS|baS|Sab|Sbale } (1)
P={S = aSb|bSalSS|e } (2)
P={S = aSbS|bSaS|e } (3)

Une autre solution est de construire la grammaire de telle sorte que,
lorsqu’un a supplémentaire est ajouté au mot, on garantit qu’il sera



compensé ensuite par un b. Une telle grammaire peut, par exemple,
étre une quadruplet (X = {a,b},N = {S, A,B},P,S) ou P est l'en-
semble de productions suivant.

S = aA|bBle
P={ A = bS|aAA % (4)
B = aS|bBB

Intuitivement, on peut comprendre la production A comme celle des
mots ot un 2 manque. Dans ce cas, il faut accepter un b pour revenir
dans I’étant S d’égalité entre lettres. Autrement, ce sont deux a qui
manqueront, que 1'on compensera en appelant deux fois la produc-
tion A.

4. Pour les différentes grammaires proposées, le mot abbaabab peut se
déduire de la facon suivante.

(1) abbaabab £=< abbaaSbab °*=%" abbaSab
S baS bSabS bSa aSbS aSbS

(2) abbaabab 2=€ abbSaabab 2= abbSaaSbab *=2>" abSaSbab

Sesh abSSab =55 abSab 7 asp 5 s
S=aSb$s

(3) abbaabab 2=¢ abbaababs =< abbaabaSbS ——" abbaab$

£=¢ abbaaSbs SZasbs abba$ £=¢ abbSa$S SZbsas ab$s

8¢ asbs 5 s

(4) abbaabab 2= abbaababS ‘:‘:—bs abbaaba A =22 abbaabs

A=05 bbaa A =" abbas B=%° avbB =8 aps

A= bSaAS aAS

Exercice 2

1. Le langage L, 1 défini par la grammaire décrite dans la donnée est le
langage des mots w sur X = {a, b} tels que

Vw.InmeN.m>0Aw = a"b"a"

ot a" est la répétition n fois du caractere a.

Ce langage n’est pas régulier, une propriété que ’exercice ne deman-
dait pas de prouver.



2.

Mais dans l'intérét de votre culture générale, on le démontrera quand
méme, a l'aide du “pumping lemma” qui se définit de la maniére sui-
vante.

Un langage L n’est pas régulier si

VpeN.p>1

Jwel.|lw>p
Vx,y,z.w=xyzAly| >0A|xy| <p
JdieN.i>0

xyiz ¢ L

Démonstration. Considérons tout p € N > 1, on définit w = aPba?,
un motde L, ; pour lequel la propriété |w| > p est trivialement vraie.

La décomposition de w en xyz sous |y| > 0 A |xy| < p ne peut se
faire que de deux fagons (pour k, j € N) :

x=a"y=a"*z=ba? k<p (1)
x=ay=al,z=a""%ba? k+j<p,j>0 (2)

Considérons i = 0, on veut montrer que pour chacune des deux dé-
compositions ci-dessus, xy'z = xyz = xz ¢ Ly 1.

a*ba? ¢ L, parce quek < p (1)
a*aP~*=Jiba? = aP~ibaP ¢ 1, parce que j >0 (2)

L, 1 n’est donc pas régulier. O

(a) La grammaire des nombres décimaux de la suite de Fibonacci
inférieurs a 20 définit un langage régulier.
Ceci se démontre en présentant une grammaire de type EBNF
non-récursif (ou un automate a états finis) équivalent a la gram-
maire originale. Dans ce cas, 'unique production est déja au
format EBNF non-récursif : le langage est donc régulier.

(b) La grammaire des mots qui contiennent la chaine baab défi-
nit également un langage régulier. La production EBNF non-
récursive suivante l’accepte.

S = {a|b}baab{alb}

(c) La grammaire des mots dont le nombre de a et de b est égal ne
définit pas un langage régulier.



Exercice 3

La grammaire des identifiants Scala est un quadruplet (X, N, P, Ident)
ou X est I'ensemble des caracteres suivant (pour simplifier, on ne considé-
rera pas les caracteres accentués)

r={a,...,2,7,...,2,1,...,9,0,_,+,=,...}
N est I’ensemble des non-terminaux suivant
N = {Ident, Normal, Special, Letter, Digit}

et P est 'ensemble de productions suivant.

( Ident = Letter{Normal}[ {Special}] )
| _{Normal}|_{Special}]
| Special{Special}
P =< Normal = Letter|Digit|_ >
Special = +|=|---
Letter = a|---|z|a| - |z
| Digit = 1|2[3|4]5|6|7|8|9|0 )

Ceci dit, la donnée de 'exercice était imprécise sur un point. Elle pré-
cisait que “un caractere spécial ne peut étre précédé que par le caractere
‘_’ ou par un caractere spécial”. Dans cette description, il n’est pas clair si
un caractere spécial peut débuter un identifiant (il n'y a pas de caractere
interdit qui le précéde puisque rien ne le précede) ou si une chaine de ca-
ractéres spéciaux ne peux débuter qu’apres un ‘_‘. Le corrigé considere le
premier cas qui correspond a I'implantation de Scala.



