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Chapitre 1 Préliminaires

1.1 Introduction

Ce chapitre présente un certain nombre de notions mathématiques générales utilisées
dans la suite de ce cours et plus généralement en informatique théorique. Une partie de
cette présentation, surtout dans la section 1.3, n’est qu’un rappel de notions de théorie des
ensembles déja étudiées dans le cours de logique élémentaire. Ces rappels sont donnés en
général sans démonstrations, mais avec suffisamment d’explications pour que ce texte ne
soit pas un simple recueil de formules, mais puisse &tre lu comme une bréve introduction.

La section 1.2 traite surtout de notations qui sont d’un usage tres répandu mais qui ont
été omises dans le cours de logique élémentaire. Il s’agit principalement d’un rappel et d’un
complément sur les collections. Les sections 1.4 (ensembles ordonnés), 1.5 (récurrence),
1.6 (monoides) contiennent 1’essentiel des notions nouvelles de théorie des ensembles par
rapport a la matiere du cours de logique élémentaire.

1.2 Notations logiques et ensemblistes

1.2.1. Quantificateurs typés

Dans les exposés mathématiques, les quantificateurs universels et existentiels Vx, Ix
sont tres souvent fypés. Cela veut dire que leur variable x est déclarée comme étant d’un
certain type. Considérons par exemple les deux propositions

pour tout nombre réel x, x?>0;
il existe un nombre réel x tel que x> = 2.

Dans ces deux phrases, on ne dit pas seulement « pour tout x » et «il existe un x », mais
« pour tout nombre réel x » et « il existe un nombre réel x ». La notation que nous utiliserons
souvent a la place de ces deux phrases est la suivante:

Vx e R:x?>0;

Ix eR:x?=2.
Ces notations se lisent: pour tout x, élément de R, x2 > 0; il existe un x, élément de R, tel
que x* = 2.

Les quantificateurs typés peuvent étre considérés comme une notation abrégée. Par

exemple, les deux assertions ci-dessus sur les nombres réels peuvent s’exprimer de la maniere
suivante, en utilisant des quantificateurs ordinaires, non typés:

Vx(x e R= x? > 0);
Ix(x e Retx? =2).

Définition générale de la notation. Si P (x) estune proposition quelconque, considérée
comme exprimant une propriété d’un objet x, et si A désigne un ensemble, les expressions

(D Vx e A: P(x), dxe A: P(x)
sont des abréviations des propositions

2) Vx(x € A = P(x)), dx(x € Aet P(x)).
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Elles signifient respectivement que tout élément de A posseéde la propriété P ou qu’il existe
un élément de A qui possede cette propriété.

Dans les notations abrégées (1), nous omettrons parfois les parentheses extérieures de
la proposition P (x) lorsque celle-ci est une proposition composée. Par exemple, au lieu de

dxeR:(x > 0 et x> =a),
nous écrirons parfois simplement 3x € R : x > Oet x> = a.

Formules logiques. Les quantificateurs typés obéissent a des formules semblables a
celles des quantificateurs ordinaires. Nous mentionnons ici les deux plus importantes:

non(Vx € A: P(x)) < (3x € A : nonP(x)).

3) non(dx € A: P(x)) & (Vx € A : nonP(x)).

La démonstration de ces équivalences, en utilisant la définition (2) des abréviations (1), est
un exercice facile de logique élémentaire [A].

Une formule de théorie des ensembles. Si A = &, la proposition x € A est fausse et,
par conséquent, la proposition x € A = P(x) est vraie (logique élémentaire), quelle que
soit la proposition P (x). On démontre grice a cela la formule suivante:

4) A=0 = (Vx € A: P(x)).

Nous dirons que si A = &, la proposition Vx € A : P(x) est trivialement vraie. 1l est trivia-
lement vrai d’affirmer que tout élément de 1’ensemble vide possede une certaine propriété,
n’importe laquelle.

1.2.2. Collections simples
Une proposition P(x), exprimant une certaine propriété d’un objet x, est dite collec-
tivisante en x s’il existe un ensemble E tel que I’on ait

Vx(x € E & P(x)).

Cela signifie que I’ensemble E a pour éléments tous les objets x qui possédent la propriété
P et seulement ces objets-1a. Cet ensemble E est alors appelé [’ensemble des x tels que
P(x), ce qui se note

E = {x|P(x)}.

Par définition, un objet a appartient a cet ensemble si et seulement s’il possede la propriété
P en question. Autrement dit, on a la formule

(1) VYa: ae{x|Pkx)} < Pa).

Un terme de la forme {x | P(x)} est appelé une collection, plus exactement une collection
simple, par opposition a une forme de collection plus générale introduite au §1.2.3. On
rappelle que la variable x ne figure pas librement dans le terme {x | P(x)}. Le préfixe
«{x | » lie la variable x comme un quantificateur.

Il y a des propositions P (x) qui ne sont pas collectivisantes en x et pour lesquelles le
terme {x | P(x)} n’a pas de sens. Pour de telles propositions P(x), la formule (1) est fausse.
On ne fait donc jamais usage d’un terme de la forme {x | P(x)} pour une proposition P (x)
qui n’est pas collectivisante en x. Mais nous admettrons toujours cette propriété sans la
démontrer.

Une proposition de la forme (x € A et P(x)) est toujours collectivisante en x. Cela fait
partie des axiomes de la théorie des ensembles. La collection

{x|x e Aet P(x)}
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est ’ensemble des éléments x de A qui vérifient P(x). On a I’équivalence

2) ace{x|xeAetP(x)} & (a € Aet P(a)).

Le terme {x | x € A et P(x)} est souvent abrégé de la maniere suivante:
{x e A| P(x)}.

Lire: ’ensemble des x, éléments de A, tels que P(x). La propositiona € {x € A| P(x)}
équivaut donc a a € A et P(a).

1.2.3. Collections générales

Une collection simple (1.2.2) est une expression de la forme {...|...} dans laquelle, a
gauche de labarre |, il y a seulement une variable, et a droite de la barre une proposition. Dans
une collection générale {...| ...}, il peut y avoir a gauche de la barre un terme quelconque,
et pas seulement une variable.

Exemple 1. Considérons les ensembles de nombres A = {0, 1} et B = {2, 4, 6}. On
peut vouloir introduire la notation A + B pour désigner 1’ensemble de tous les nombres de
la forme x + y, avec x € A ety € B, a savoir

(1) A+B=1{0+2,0+4,0+61+214+4,1+6)=1{2,4,6,3,5,7).

Cette premiere égalité est une maniere de définir I’ensemble A 4+ B qui n’est possible que
parce que A et B sont des ensembles finis et pas trop grands. Cependant 1’idée de construire
un ensemble en prenant toutes les sommes possibles x + y d’un élément x de A et d’un
élément y de B peut s’appliquer a des ensembles de nombres A, B quelconques, finis ou
infinis. Pour ne pas énumérer toutes les combinaisons comme dans (1), on écrit

) A+B={x+y|xecAetyec B).

Le membre de droite de cette égalité est ce que nous appelons une collection générale. C’est
un terme qui se lit:

I’ensemble des x + ytelsque x € Aety € B.

A gauche de la barre verticale figure le terme x + y. Il reste & définir précisément le sens
exact de cette notation, pour des ensembles de nombres A et B quelconques. Pour cela, en
considérant I’exemple (1), nous voyons que nous pouvons caractériser I’ensemble A + B
en disant ceci: un nombre z appartient a cet ensemble si et seulement s’il existe un nombre
X € Aetun nombre y € B tels que z = x + y. Autrement dit, ’ensemble A + B est
caractérisé par 1’équivalence

3) 7€ A+ B & Ixdy(z=x+yetx € Aety € B).
Il revient au méme de poser
4) A4+ B={z|IxIy(z=x+yetx € Aety € B)}.

On définit ainsi I’ensemble A + B au moyen d’une collection simple (§1.2.2). Le membre de
droite de (4) constitue la définition de celui de (2). C’est ce qui est exprimé dans la définition
générale qui suit. Notons encore que les variables x et y ne figurent pas librement dans le
terme {x + y|x € A ety € B}. Ce sont des variables locales de ce terme.

Définition 1. Lorsqu’on définit un ensemble £ au moyen d’une égalité

5 E={T(x,....,xp)| P(x1,...,x,)}
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danslaquelle T (xy, ..., x,) estun terme dépendant des variables x, ..., x, et P(x1, ..., X,)
est une proposition, le membre de droite de cette égalité est un terme qui se lit: ’ensemble
des T'(xy, ..., x,) tels que P(xy, ..., x,). Par définition, I’égalité (5) équivaut a

(6) Vz: z€E<& Ix ... n(z=T,....,x) et P(xy,...,x,)).
Cela suppose évidemment que la proposition
By 3 (2 =T, .o, x0) et P(xy, .oy X))
est collectivisante en z. En vertu de la définition 1, au lieu de (5), on peut écrire aussi
E={z|3x...35E=T0,....x) et P(xi,...,x,))}.
Les variables xi, .. ., x,, ne figurent pas librement dans le membre de droite de (5).

Exemple 2. Nous considérons a nouveau deux ensembles de nombres A, B comme
dans I’exemple 1, ainsi que I’ensemble A + B défini par (2). Nous voulons noter ici une
propriété intuitivement évidente de ’ensemble A + B, a savoir que I’'implication suivante
est vraie:

(7) (xeAetyeB)=x+ye A+ B.

Cette proposition se démontre facilement au moyen de la formule (3). En effet, supposons
quex € Aety e Aetposonsz =x +y.Onaaussitotz =x +yetx € Aety € B, donc
dxdy(z=x+yetx € Aety e B),douze A+ B,doncx +y € A+ B. Voir [A] pour
une mise en forme de cette démonstration.

Remarquons que I’implication réciproque de (7) est fausse en général. Par exemple,
dans le cas des ensembles A = {0, 1} et B ={2,4,6},ona

3+1eA+Betnon(3cAetl € B).

La proposition 3 + 1 € A 4 B est vraie parce qu’il existe des nombres x et y tels que
34 1=x+yetx € Aety € B. Mais ces nombres x et y ne sont pas 3 et 1, mais 0 et 4.

La vérité de I’'implication (7), en tant que conséquence de (2), est un cas particulier du
théoréme général suivant, dont la démonstration [A] généralise celle de (7).

Théoreme 1. Si E = {T(xy,...,x,) | P(x1,...,x,)}, alors
Pxy,....x,) = T(x,...,x,) € E.

Nous devrions parler plutdét d’un schéma de théoreme, parce que, dans cet énoncé,
T(x1,...,xy)et P(xy, ..., x,) représentent un terme et un proposition indéterminés. Notons
que I’implication réciproque 7T (x1,...,x,) € E = P(xy,...,x,) est fausse en général,
comme nous I’avons remarqué dans 1’exemple 2. Mais elle est vraie pour certains termes
T (xy, ..., x,) particuliers. Voir plus loin, théoréme 3.

Exemple 3. Nous continuons les exemples 1 et 2 en relevant une deuxieéme propriété
intuitivement évidente de I’ensemble A + B, a savoir que, si C est un ensemble quelconque,
on a I’équivalence

(8) A+BCC & VaVy(x e Aetye B) = x +y € O).

Esquissons-en une démonstration informelle. Premiérement, sous I’hypothése A + B C C,
on démontre immédiatement I’implication (x € Aety € B) = x + y € C au moyen de
(7). Inversement, sous I’hypothése VxVy((x € Aety € B) = x + y € C), on démontre
A + B C C en faisant I’hypotheése z € A + B et en démontrant z € C. L’hypothese
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z € A + B signifie que z est un nombre de la forme x + y avec x € Aety € C. Un tel
nombre appartient 2 C en vertu de la premiere hypothese. Formellement, ce raisonnement
contient une élimination des quantificateurs 3x3y provenant de I’utilisation de (3) [A].

La vérité de I’équivalence (8), en tant que conséquence de (2), est un cas particulier
du théoreme général suivant, dont la démonstration [A] généralise celle que nous venons
d’esquisser.

Théoréeme 2. Si E = {T(xy,...,x,) | P(x1,...,x,)}, alors
ECC & Vx - Vx,(P(xy,...,x,) = T(xy,...,x,) € C).

Remarquons que le théoréme 1 peut se déduire du théoreme 2. 11 suffit de faire C = E
dans ce dernier et d’utiliser le fait que £ C E est vrai.

Théoreme 3 (collections de couples, resp. de n-uples). Si E = {(x,y)| P(x,y)},
autrement dit si E est I’ensemble des couples (x, y) pour lesquels une certaine proposition
P(x, y) est vérifiée, alors on a I’équivalence

(x,y) € E & P(x,y),

et pas seulement I’implication P (x, y) = (x,y) € E donnée par le schéma de théoréme 1.
Le théoréme 3 peut se généraliser pour une collection de n-uples: si E est I’ensemble des
n-uples (xy, ..., x,) pour lesquels une proposition P(xy, ..., x,) est vérifiée, autrement dit
si £ ={(x1,...,x,)| P(x1,...,x,)}, alors on a I’équivalence

X1,...,x,) € E P(x1,...,X,).

1.3 Relations et fonctions

Cette section contient essentiellement un rappel de définitions et de formules du cours
de logique élémentaire sur les graphes et les fonctions. Les démonstrations formelles sont
omises, mais les déductions principales sont explicitées de telle maniere que ce texte ne soit
pas un simple recueil de formules mais puisse étre lu aussi comme une bréve introduction.

Pour le lecteur qui maitrise cette matiere, nous signalons ici les quelques différences
de terminologie et de notation et les quelques notions et notations supplémentaires qui sont
introduites dans cette section, et auxquelles il doit préter attention:

Un graphe G est appelé une relation. Les ensembles PriG, Pr, G sont notés DomG,
PrtG (domaine et portée de G), comme pour une fonction. Un couple (a, b) est noté aussi
a — b. Les notions nouvelles sont: la notation lambda des fonctions (1.3.17), [’axiome de
choix pour une famille d’ensembles (1.3.20), et les restrictions d’une fonction (1.3.21).

1.3.1. Relations

Le terme de relation est trés souvent utilisé pour désigner ce que nous avons appelé un
graphe dans le cours de logique élémentaire, a savoir un ensemble de couples. Une relation
R est donc un ensemble dont tous les éléments sont des couples. I’égalité R = R’ de deux
relations est une égalité d’ensembles (de couples). Elle équivaut a 1’assertion: quels que
soient x et y,

(x,y) € R & (x,y) €R.

L’inclusion R C R’ équivaut a VxVy((x, y)€R= (x,y) € R’).
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Notation. Lorsque R est une relation, on écrit souvent
xRy

au lieu de (x, y) € R. Les deux notations sont équivalentes. Par exemple, on peut écrire
que deux relations R, R’ sont égales si et seulement si, quels que soient x et y, on a
xRy < xR'y.

1.3.2. Domaine et portée d’une relation

Etant donné une relation R, on dit qu’un objet x appartient au domaine de R s’il
existe un objet y tel que le couple (x, y) appartienne a R, autrement dit tel que I'on ait
x R y. Le domaine de R, noté DomR, est donc par définition 1’ensemble des objets x qui
vérifient la condition Jy(x R y). Symétriquement, I’ensemble appelé portée de R, ou PrtR,
est I’ensemble des objets y qui vérifient la condition Jx(x R y). Les ensembles DomR et
Prt R sont donc caractérisés par les propriétés suivantes de leurs éléments:

x € DomR < Jdy(x R y).
y € PrtR & Ix(x Ry).

Cette définition est illustrée par le diagramme ci-dessous qui représente une relation R dans
un ensemble fini de « points ». Les couples de points (x, y) appartenant a R sont les couples
de points reliés par un fleche allant de x a y.

S}
R
o 5@
DomR PrtR
.é<».
6] e
@

1.3.3. Relations dans un ensemble
Si R est une relation et si E est un ensemble tel que

RCEXE,

on dit que R est une relation dans E. Cette inclusion signifie que chaque couple (x, y)
appartenant a2 R est un couple d’éléments de E. Il revient au méme de dire que I’on a

DomR C E et PrtR C E.

Si R est une relation dans E et si E’ est un ensemble tel que E C E’, alors R est aussi une
relation dans E’. Etant donné une relation R, il y a donc toujours une infinité d’ensembles
E pour lesquels on peut dire que R est une relation dans E. Le plus petit de ces ensembles
est ’ensemble E = DomR U PrtR.

Exemple 1. L’ensemble des couples (x, y) d’entiers naturels tels que x < y, a savoir
I’ensemble

(D R={(x,y)|(x,y) e NxNetx <y},

est une relation dans ’ensemble IN. On I’appelle naturellement la relation d’inégalité
stricte dans IN. En appliquant a cette collection de couples R le théoreme 3 de 1.2.3, on
a I’équivalence

2) x,y)eR& ((x,y)elNxNetx <y).
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Si x et y sont deux éléments de N, autrement dit si la proposition (x, y) € IN x IN est vraie,
I’équivalence (2) se simplifie en

xRy & x <y.

Le domaine de cette relation R est ’ensemble IN lui-méme, alors que la portée de R
est I’ensemble des entiers naturels non nuls, IN — {0}, ensemble complémentaire de {0} par
rapport a IN. Ces assertions sur Dom R et Prt R devraient étre évidentes. (Voir [A] pour plus
de précisions.)

NB. 1l ne faut pas confondre les expressions x Ry et x < y. La variable R, dans
I’expression x R y, n’est pas un symbole relationnel comme le symbole <, mais représente
un ensemble de couples et I’expression x R y est une abréviation de (x, y) € R.

Notation abrégée. Au lieu de (1), on utilise souvent la notation

R={(x,y) e NxN|x < y}.

Exemple 2. Le diagramme ci-dessous représente une relation R dans ’ensemble E =
{1, 2, 3, 4}, a savoir I’ensemble de couples

R=1{(1,2),(1,4,(2,4, 3,3}
Dans cet exemple, on a DomR = {1, 2, 3} et PrtR = {2, 3, 4}.

1]—

()

Ae—0

1.3.4. Composition de relations

Si R et S sont deux relations, la relation composée S o R est définie comme 1’ensemble
des couples (a, b) qui vérifient la condition suivante: il existe un objet x tel que (a, x) € R
et (x, b) € S. Par définition, on a donc, quels que soient a, b:

a(SoR)b & (a,b)e SoR
< dx(@RxetxSh).
Cette définition est illustrée dans le diagramme ci-dessous par deux relations R, S dans
un ensemble de « points », les couples de la seconde étant représentés par des fleches

en pointillé. La relation composée S o R, dans cet exemple, est ’ensemble de couples

{(a’ C)’ (a7 d)7 (b’ C)’ (b’ d)}‘

La composition de relations est associative, en ce sens que si R, S, T sont trois relations,
on a

To(SoR)=(ToS)oR.



12 Chap. 1. Préliminaires

Cette propriété de la composition de relations est illustrée par le diagramme ci-dessous,
dans lequel on « voit » que les propositions (a,b) € T o (R o S), (a,b) € (T o R) o § sont
équivalentes, parce qu’elles sont toutes deux équivalentes a

dxJy(@aRxetxSyetyTb).
R o S T

a'< o ob

e e
y

(a,b) e (To(RoS)) < (a,b) e ((ToR)oS).

En vertu de cette associativité, on peut écrire 7' o S o R sans parentheses.
Notons finalement cette propriété évidente: si R et S sont des relations dans un ensemble
E (1.3.3), alors la relation composée S o R est aussi une relation dans E.

1.3.5. Exercice
Dans chacun des exemples du §1.3.3, décrire la relation R o R. Dans I’exemple 1, on
donnera une expression de la forme

RoR={(x,y) e NxN|...}

avec une proposition adéquate a la place des points ... Dans I’exemple 2, on donnera une
liste explicite des couples appartenant a R o R.

1.3.6. La relation vide

Pour prouver qu’un ensemble R est une relation (§1.3.1), on doit montrer que tout
élément de cet ensemble est un couple, ¢’est-a-dire formellement que:

(1 Vz(z € R = z est un couple).

Dire que z est un couple signifie qu’il existe des objets a, b tels que z = (a, b).

La proposition (1) est trivialement vraie pour ’ensemble particulier R = O, car la
proposition z € O est fausse et par conséquent I’implication (z € & = z est un couple)
est vraie (logique élémentaire: le faux implique tout). Par conséquent on peut affirmer que
I’ensemble & est une relation. On I’appelle naturellement la relation vide.

Le domaine et la portée de la relation & sont évidemment vides. En outre, la relation
vide est I’'unique relation dont le domaine est vide, ainsi que I’unique relation dont la portée
est vide. Autrement dit, pour qu’une relation R soit vide, il faut et il suffit que son domaine
(resp. sa portée soit vide). Formellement, si R est une relation, on a

R =3 < DomR = ;

)
R=0 & PrtR = .

Finalement, pour toute relation R, on a

3) Ro@=OoR=0.

1.3.7. Relation opposée d’une relation
Si R est une relation, on appelle relation opposée de R et1’on note R~! I’ensemble des
couples (x, y) tels que (v, x) € R. Par définition, on a donc

xR'y & yRx.
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Dans la représentation d’une relation par un diagramme de points et de fleches, le diagramme
de R~! s’obtient a partir de celui de R en inversant le sens des fleches. On a évidemment

(D) Dom(R™") = PrtR et Prt(R™') = DomR.

La relation opposée d’une relation composée obéit a la formule suivante: si R et S sont des
relations,

(2) (SoRy'=R'os.

1.3.8. La relation identique d’un ensemble
Pour tout ensemble E, la relation identique de E, notée Idg, est I’ensemble des couples
(x, x) tels que x € E. La formule qui définit cette relation est la suivante:

(D) (x,y)eldg & (x e Eetx =y).

On peut écrire naturellement x (Idg) y au lieu de (x, y) € Idg.

Il est clair que (x,y) € Idg implique (x,y) € E x E, donc que Idy C E x E.
Autrement dit, Idg est une relation dans E (1.3.3). Cette relation est neutre pour 1’ opération
de composition de relations dans E. Cela signifie que, pour toute relation R dans E, on a

2) IdeoR=R et Roldg = R.

1.3.9. Fonctions
Une fonction F est une relation (ensemble de couples) qui satisfait a la condition:

(1) VaVyVy' @ (xFyetxFy)=y=y.

Cette propriété s’exprime en disant que pour tout objet x, il existe au plus un objet y tel que
(x,y) € F.

Si x est un objet qui appartient au domaine de F', alors, par définition du domaine d’une
relation (1.3.2), il existe un objet y tel que x F' y et alors, en vertu de (1), il en existe un et
un seul. On peut donc énoncer: si F est une fonction, alors

) x € DomF = Ily(x F y).

1.3.10. Image d’un objet par une fonction

Si F est une fonction et si x € Dom F, alors ’'unique objet y tel que x F' y est désigné
traditionnellement par F'(x). On le note aussi /' @ x pour mettre en évidence I’opération
binaire qui est en jeu, a savoir I’opération d’application d’une fonction a un argument. La
formule principale, relative a cette opération est la suivante:

xFy< (x e DomF ety = F(x)).

Si F est une fonction, I’objet F(x) correspondant a un élément x de Dom F' est appelé de
diverses maniéres: I’image de x par F; la valeur de F' correspondant a I’argument x; la
valeur retournée par F pour la donnée x (langage des informaticiens), etc.

1.3.11. Portée d’une fonction

Une fonction étant un cas particulier de relation, les ensembles Dom F' et Prt F', pour une
fonction F, sont définis comme au §1.3.2. En particulier, ’ensemble Prt F' est caractérisé
par y € PrtF < dx(x Fy). En utilisant la formule du §1.3.10, cette caractérisation de
Prt F peut se reformuler

(D) y €PrtF & dx(x e DomF ety = F(x)).
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Il revient au méme de dire que PrtF = {F(x)|x € DomF} (1.2.3, Déf. 1).

1.3.12. Exemples: fonctions finies
Un ensemble de couples qui comporte un seul élément, autrement dit un ensemble de la
forme F = {(a, b)}, est une fonction. Nous utiliserons souvent la notation a + b pour un
couple (a, b):
a—~b = (a,b)

surtout lorsque ce couple est élément d’une fonction ou plus généralement d’une relation.
Le domaine de la fonction F = {a +— b} est ’ensemble DomF = {a} etl’ona F(a) = b.

Un ensemble de couples a deux éléments, G = {a; — by, ay — by} tel que a; # a, est
une fonction, quels que soient par ailleurs b et b, (distincts ou non). OnaDomG = {ay, az},
G(ay) = by, G(ay) = by. Par contre, si a; = ap et by # by, ’ensemble G n’est pas une
fonction. Dans ce cas, G est simplement une relation.

Plus généralement, un ensemble de couples fini a n éléments, c’est-a-dire comprenant
n couples distincts (n € IN),

H:{a1|—>b1,...,an|—>bn}

estune fonction si son domaine, DomH = {ay, ..., a,}, comporte aussi n éléments distincts,
c’est-a-dire si a; # a; pour i # j.Le fait que le nombre d’éléments de I’ensemble Dom H
soit égal a celui de ’ensemble H entraine en effet que pour tout élément a de DomH il y a
un seul couple a; — b; de H tel que a; = a, etl’onadonc H(a;) = b; pouri =1, ..., n.

Un cas particulier important auquel nous aurons affaire constamment dans la suite est
celui d’un ensemble de couples fini de la forme

S={lby,...,n+— b,}

dont le domaine est I’ensemble {1, 2,...,n} = {k € N|1 < k < n}. Une telle fonction S
sera appelée une séquence (chap. 2) et représentée par la notation S = { by, ..., b, ). Pour
tout k € DomS, on a S(k) = by.

1.3.13. Egalité de deux fonctions

L’égalité F = G de deux fonctions F, G est1’égalité de ces deux ensembles de couples,
autrement dit I’équivalence VxVy : x Fy < xGy. En appliquant a cette équivalence la
formule du §1.3.10, on démontre facilement que pour deux fonctions F, G :

F =G < [DomF = DomG et Vx € DomF : F(x) = G(x)].

1.3.14. Applications

Nous disons que F est une application d’un ensemble A dans un ensemble B, et nous
écrivons F : A — B, si F est une fonction et si ’'on a DomF = A et PrtF C B. Cette
définition peut se formuler:

(F A — B) - (F est une fonction et DomF = A et PrtF C B).

Le prédicat « est une application » est un prédicat ternaire, qui demande trois arguments:
F, A, B. On ne peut pas dire simplement « F est une application ». Par contre, le prédicat
«est une fonction » est unaire. On peut dire « F est une fonction », le sens de cette assertion
étant défini au §1.3.9.

Bien que I’expression F' : A — B soit une proposition (ou assertion) et non un terme,
il arrive souvent qu’on parle « d’une fonction F : A — B ». Cette tournure de langage est
évidemment une maniere abrégée de dire: une fonction F telle que F : A — B.
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Le sens de I’assertion F' : A — B peut étre explicité d’une autre maniere en utilisant la
formule 1.3.11 (1) qui caractérise I’ensemble Prt F', a savoir:

(F:A— B) < (F estune fonction et DomF = Aet (Vx € A: F(x) € B)).

1.3.15. La fonction vide

L’ensemble & est non seulement une relation (1.3.6) mais encore une fonction (1.3.9)
car, pour F' = &, I’implication

(x,y)e Fet(x,y)eF)=y=)

est trivialement vraie, puisque la proposition ((x, y) € Det (x, y') € ) est fausse.

Nous parlerons donc aussi de I’ensemble & comme étant la fonction vide. D’aprés
1.3.6(2), cette fonction est I’unique fonction dont le domaine est vide, ainsi que 1’unique
fonction dont la portée est vide.

Etant donné un ensemble B quelconque, on peut dire que la fonction @ est une application
de I’ensemble & dans B, puisque Dom& = D et Prtd = & C B.Onadonc & : & — B.
D’autre part la fonction vide est I’'unique fonction qui est une application de & dans B,
puisque F : & — B implique DomF = &, donc F = . On a donc

(F: 99— B)& F=0@.

1.3.16. Fonctions constantes

Une fonction F estdite constantesil’ona F(x) = F(x’) quelsque soientx, x" € DomF.
On peut exprimer cette propriété d’une autre maniere en disant qu’il existe un objet a tel
que F(x) = a pour tout x € Dom F, ce qui peut s’exprimer encore par

da: F = (DomF) x {a}.

D’apres cette formule, la fonction vide est une fonction constante, car pour F = I,
I’égalité F = (DomF) x {a} est vraie pour n’importe quel objet a, puisque Dom = &I
et J x B = pour tout ensemble B.

1.3.17. La notation lambda

Cette notation des fonctions est peu utilisée par les mathématiciens, mais joue un role im-
portant en informatique, dans I’étude des langages de programmation dits « fonctionnels ».
Considérons par exemple 1’expression suivante, qui désigne une fonction bien déterminée:

la fonction F de domaine R telle que,

M pourtoutx € R: F(x) =x2+ 1.

En pratique, on utilise diverses formes plus ou moins abrégées de cette expression, par
exemple en parlant de
la fonction F(x) = x>+ 1 (x € R).

Ces expressions contiennent deux choses: d’une part un nom donné a cette fonction, a savoir
le nom « F », et d’autre part une description de 1’ensemble de couples qu’est cette fonction
F. On peut exprimer ces deux choses de maniere plus claire, c¢’est-a-dire en les séparant
plus clairement, au moyen d’une simple égalité de la forme

F=...

11 suffit que le membre de droite soit un terme décrivant précisément I’ensemble de couples
en question. Or la fonction considérée est 1’ensemble des couples (x, x>+ 1) tels que x € R.
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Cela s’écrit

) F={(x,x>+1|xeR)

ou F={xr—>x2—|—1|xe]R}

en utilisant la notation a — b pour un couple (a, b).
La « notation A » (lettre grecque lambda) n’est qu’une autre maniere d’écrire le membre
de droite de 1’égalité (2), a savoir:

3) F=0xeR:x*+1).

L’expression (Ax € R : x? + 1) doit étre considérée comme une simple variante (un peu
abrégée) de ’expression {(x, x> + 1) |x € R}. Elle est d’autre part assez « parlante » en
tant que description de fonction. L’égalité (3) peut se lire en effet de la maniére suivante:
F est la fonction de domaine R qui, a tout x € R, associe (ou fait correspondre) le nombre
x4+ 1.

Il faut noter que la variable x est liée par le préfixe Ax, comme par un quantificateur. On
a I’égalité suivante (par changement de variable liée):

AxeR: x>+ D) =0QyeR:y>+1).
La définition générale de cette notation est donnée ci-dessous.

Définition 1. Si T est un terme quelconque, par exemple le terme x? + 1 de 1’exemple
précédent, on désigne par
AxeA:T)

I’ensemble des couples x — T tels que x € A. Autrement dit:
AxeA:T)={x—T|x e A}.

Le plus souvent, la variable x figure librement dans le terme T, comme dans I’exemple du
terme x2 + 1, mais pas toujours. Par exemple une fonction constante F (1.3.16) de domaine
X telle que F(x) = a pour tout x € X est ’ensemble de couples {x — a | x € X}. Avec la
notation lambda, elle s’écrit F' = (Ax € X : a). Le terme T est dans ce cas la variable a, et
la variable x ne figure pas dans T.

Si F est une fonction et A = DomF, il est clair que F est ’ensemble des couples
x — F(x) tels que x € A, autrement dit que

F={x— F(x)|x € A}.

Inversement, de cette égalité, on déduit que F est une fonction de domaine A. Compte tenu
de la définition 1, on a donc

4) ( F estune fonctionet DomF = A) & F = (Ax € A: F(x)).

1.3.18. Familles

Une fonction F est appelée parfois une famille. Les deux mots sont synonymes. C’est
une erreur de prendre le mot « famille » comme synonyme du mot « ensemble ». Lorsqu’une
fonction F est appelée une famille, on utilise une terminologie et des notations particulieres.
L’ensemble A = Dom F est appelé [’ensemble des indices de la famille, et six € A, on écrit
F, aulieude F(x), d’ou la dénomination « ensemble des indices » pour A. La A-expression

(1) (Ax € A: Fy)
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qui représente la fonction F (1.3.17(4)) s’écrit alors traditionnellement

(2) (Fx)xeA

ou parfois (Fy | x € A).

La famille vide. Si A = & ’expression (F\),c 4 désigne ’'unique fonction F dont le
domaine est vide, a savoir la fonction vide, F = & (1.3.15). On parle dans ce cas de la
famille vide.

Suites. Une famille (F,), cw, dont I’ensemble d’indices est I’ensemble IN des entiers
naturels — autrement dit une fonction F' de domaine IN — est appelée une suife. En analyse,
une telle famille est souvent notée simplement (F},), en omettant le « »e IV ». Cette omission
ne doit pas faire oublier que la variable n ne figure pas librement dans le terme (F},), c v qui
est abrégé par (F),). L'expression (F,),<w est une variante de 1’expression (An € N : F,,),
dans laquelle n ne figure pas librement.

1.3.19. Réunion d’une famille d’ensembles
Une famille d’ensembles (A;); <; est une fonction A de domaine 7 (§1.3.18) telle que,
pour touti € I, A; est un ensemble. On appelle réunion d’une telle famille et I’on note

U

iel
I’ensemble de tous les objets qui appartiennent & I’'un au moins des ensembles A;. Cela
signifie plus précisément que ’on a:
(1) xelJai e i eletx e

iel

Le membre de droite de cette équivalence s’abrége souvent 3i € [ : x € A; (1.2.1). La
formule (1) permet de démontrer en particulier que

) Ua=2

ied
1.3.20. L’axiome de choix

La proposition suivante est un axiome de la théorie des ensembles: Si (A;); < est une
famille d’ensembles non vides, c’est-a-dire si I’on a

Viel : A # J,
alors il existe une fonction o de domaine / telle que, pour touti € I,
a(i) € A;.

L’idée de cet axiome est que si tous les ensembles A; sont non vides, alors on peut
« construire » une telle fonction o en « choisissant », pour chaque i € I un élément de A;
que I’on désigne par « (i) et que I’on associe a i.

1.3.21. Restrictions d’une fonction
Si F est une fonction et si A C Dom F, la fonction
(Ax € A: F(x)),

autrement dit I’ensemble de couples {x — F(x)|x € A}, est appelée la restriction de la
fonction F a I’ensemble A, et notée souvent F|4. On a donc

Dom(Fj4) = A
et pour tout x : xeA = Fakx)=F().
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1.3.22. Composition de deux fonctions

Deux fonctions F, G étant des relations (1.3.9), la relation composée G o F (1.3.4) est
caractérisée par la formule

(D x(GoF)z & Ay(xFyetyGz).

D’apres 1.3.10, on peut reformuler (1) en remplacant x F y par (x € DomF ety = F(x))
et en remplacant y G z semblablement. On obtient alors:

) x(GoF)z ¢ [x eDomF et F(x) € DomG etz = G(F(x)) |.
On en tire le théoréme suivant.
Théoreme. Si F et G sont des fonctions, alors

G o F est une fonction;
x €Dom(GoF) & (x € DomF et F(x) € DomG );
xeDom(GoF) = (Go F)(x) =G(F(x)).

Si, en outre, Prt F C DomG, alors
Dom(G o F) = DomF.

Démonstration. Premierement, ’ensemble de couples H = G o F est une fonction
(1.3.9) parce que les hypothéses (x,z) € H et (x,z’) € H entrainent d’aprés (2) que
z=27"= G(F(x)).

Deuxiemement, la proposition x € Dom (G o F) équivaut a 3z((x, z) € G o F) (1.3.2),
ce qui équivaut d’apres (2) a (x € DomF et F(x) € Dom(G)).

Troisiemement, si I’on suppose que x € Dom(G o F) etsil’on pose z = (G o F)(x),
alors il vient (x, z) € G o F (1.3.10) et 'on en tire z = G (F (x)) d’apres (2).

Enfin, si Prt ¥/ C DomG, alors x € DomF = F(x) € DomG, de sorte que la deuxieme
formule du théoréme se simplifie en x € Dom(G o F) & x € DomF, suivant la régle de
logique: si A = B est vraie, (A et B) < A est vraie.

1.3.23. Transformé d’un ensemble par une relation

Si R estune relation et si A est un ensemble, on appelle transformé de A par R I’ensemble
des objets y qui vérifient la condition: il existe un x € A tel que (x, y) € R. Nous notons
cet ensemble R(A). Par définition, on a

(D) yeR(A) & dIx(x e AetxRYy).

Cette notion est illustrée par la figure ci-dessous. On a toujours R(A) C PrtR.

IX°A/'°>
i

(A)

-
<

Les théoremes suivants sont démontrés dans [A]. Ils sont d’ailleurs assez évidents,
intuitivement.
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Théoréme 1. Soient R une relation et A, A’, B des ensembles. On a
(2) R(Q)=0Q.
3) ACA = R(A) C R(A").
(4) R(A)C B & VxVy((x e AetxRy) =y € B).
() yeR{{a}) & aRy.

©) R(A)= ] R({x}).

xeA

Théoreme 2. Soient R et S des relations, A un ensemble. On a
R C S & Ya(R{a}) C S{a})).
Théoréeme 3. Soient R et S des relations, A un ensemble. On a
(S o R)(A) = S(R(A)).

Théoréeme 4. Soient R une relation et (A;); < ; une famille d’ensembles. On a

R({JAn = J Rian.

iel iel
Théoreme 5. Soient (R;); c; une famille de relations, A un ensemble. On a

(L R)(A) = J(RitA)).

iel iel
Théoréeme 6. Soient E et A des ensembles. On a

Idp(A) = AN E;
A CE = 1dg(A) = A.

1.3.24. Transformé d’un ensemble par une fonction

Une fonction étant un cas particulier de relation, le transformé F(A) d’un ensemble A
par une fonction F est défini par la formule 1.3.23(1) (en remplacant R par F). En tenant
compte de la formule de 1.3.10, on obtient, pour une fonction F, la formule:

(D) yeF(A)<:>E|x(xeAﬂDomFety=F(x)).
En particulier, comme A C DomF < A N DomF = A, on peut énoncer:
(2) Si F estune fonction et si A C Dom F, alors
ye F(A) < dx(x e Aety = F(x))
Pour un ensemble a un seul élément, A = {a}, la formule (1) entraine:

{F(a)} Sia e DomF;

®) Fila)) = {@ Sia ¢ DomF

Démonstrations: voir [A].
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1.4 Ensembles ordonnés

1.4.1. Relations d’ordre
Une relation R dans un ensemble E (1.3.3) est appelée une relation d’ordre dans E, si,
quels que soient les éléments x, y, z de E, on a

XRx; (réflexivité)
(D) (xRyetyRz) = xRz; (transitivité)
(xRyetyRx) = x =Y. (antisymétrie)

Ces formules peuvent s’écrire bien entendu de la maniere suivante :

(x,x) € R,;
((x,y) € Ret(y,z) € R) = (x,z2) € R;
(x,y) e Ret(y,x) ER)=>x=y.

Ces trois propriétés caractéristiques d une relation d’ordre R peuvent s’exprimer par ailleurs
plus succinctement, sans parler d’éléments x, y, z de E, par les formules suivantes:

Idg C R; (réflexivité)
RoR CR; (transitivité)
RN R Cldg. (antisymétrie)

Notations. Si R est une relation d’ordre dans un ensemble E, on utilise souvent la
notation
X =y

au lieu de xRy, donc de (x,y) € R, et ’on dit que x est inférieur a y suivant R. On
omet souvent I’indice » de <, (on écrit simplement x < y et ’on dit que x est inférieur a
y) lorsqu’il n’y a pas de confusion possible quant a la relation d’ordre R dont il est ques-
tion. Avec cette notation, les propriétés caractéristiques d’une relation d’ordre (réflexivité,
transitivité, antisymétrie) prennent la forme bien familiere :

X <, X (réflexivité)
2) (x < yety<,2) =>x =<,z (transitivité)
(x <,yety<,x)=>x=1y. (antisymétrie)

Lanotation x <, y se lit x est strictement inférieur a y suivant R. Elle est définie par
(3) X<,y & (x<,yetx #Yy).
La proposition x <, y équivaut donc a (x, y) € R et x # y. On en déduit la formule
“4) X<,y & (x<,youx =y).

Cette formule se déduit par logique propositionnelle de la définition (3) et de la formule
x =y = x <, y qui découle de la réflexivité de R [A].

Ensembles ordonnés. On appelle ensemble ordonné un ensemble E muni d’une rela-
tion d’ordre R (dans E). Ce que signifie formellement 1’expression « muni de », dans cette
définition, ¢’est qu’un ensemble ordonné est en fait un couple (E, R) ou E est un ensemble
et R est une relation d’ordre dans E.

Lorsque, dans un certain ensemble E, c’est toujours la méme relation d’ordre R qui
est prise en considération, on parle simplement de «1’ensemble ordonné E », au lieu de
I’ensemble ordonné (E, R). La relation d’ordre R, connue, est sous-entendue.
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1.4.2. Exemple: relation d’ordre totale
Soit R I’ensemble des couples (x, y) d’entiers naturels ((x, y) € N x IN) telsque x < y,
ol I’inégalité x < y a son sens usuel!. Autrement dit, soit

R={(x,y)|(x,y) e Nx Netx < y}.

Il est clair que R est une relation d’ordre dans IN, car si x et y sont des éléments quelconques
deN,ona
(x,y) € R < x <y (ausensusuel),

et les propriétés de réflexivité, transitivité et antisymétrie 1.4.1(1) sont bien connues dans
ce cas. Sil’on écrit x <, y pour (x, y) € R, le symbole <, a le sens de I'inégalité usuelle
entre nombres entiers. Muni de cette relation d’ordre, I’ensemble IN est /’ensemble ordonné
NN au sens usuel.

En plus des propriétés de réflexivité, transitivité et antisymeétrie, cette relation d’ordre
R dans I’ensemble £ = N jouit de la propriété suivante:

(1 Vx e E:VyeE: (x <, youy <, x).

Définition. Lorsqu’une relation d’ordre R dans un ensemble E vérifie la proposition
(1), on dit que R est une relation d’ordre fotale dans E, et, muni de cette relation d’ordre,
I’ensemble E est appelé un ensemble fotalement ordonné.

L’ensemble ordonné IN est donc un ensemble totalement ordonné. Il en va de méme de
I’ensemble ordonné R (au sens usuel), & savoir I’ensemble R muni de la relation R’ qui est
I’ensemble des couples (x, y) € R x R tels que x < y au sens usuel.

1.4.3. Exemple: relation d’ordre non totale

Soient X = {a, b, ¢} un ensemble a trois éléments distincts et £ = P(X) I’ensemble
des parties (ou sous-ensembles) de X. L’ensemble E possede huit éléments, a savoir les huit
ensembles notés dans la figure 1.1 a c6té des sommets de ce diagramme. Soit R I’ensemble
des couples (x, y) d’éléments de E tels que x C y. Par exemple, le couple (x,y) =
({b}, {a, b}) appartient & R puisque {b} C {a, b}. L’appartenance de ce couple a R est
représentée dans la figure 1.1 par la ligne montante reliant le sommet {b} au sommet {a, b}
(il est sous-entendu que toutes les lignes de ce diagramme vont de bas en haut). De facon
générale, par définition de R, pour deux éléments x, y quelconques de £, on a

xRy & xCy.

Il en découle immédiatement que R est une relation d’ordre dans E. Elle est réflexive,
transitive et antisymétrique en vertu des formules générales de théorie des ensembles:

x C x;
(x CyetyCz)=xCz;
(x CyetyCx)=>x=1y.

Muni de cette relation d’ordre, I’ensemble E = P (X) est dit ordonné par inclusion.
Cetterelation d’ordre R dans E n’est pas totale. Elle ne vérifie pas la proposition 1.4.2(1).
Il existe des éléments x, y de E, par exemple x = {a} et y = {b, c}, pour lesquels on a

non(x Ry ouyRx).

! On peut rappeler ce sens en disant que pour deux entiers naturels x, y ona x < y (par
définition) si et seulement s’il existe unn € Wtel que x +n = y.
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{a, b, c}
{b, c}
Figure 1.1
L’ensemble P({a, b, c})
ordonné par inclusion.
{c}
D

Dans le diagramme de la figure 1.1 tous les couples (x, y) appartenant a R ne sont pas
marqués par un trait allant directement du sommet x au sommet y. Par exemple, bien que
Ionait @ <, {a, c}, il n’y a pas de trait allant directement du sommet & au sommet {a, c}.
Mais ce trait est sous-entendu. Il découle par transitivité des traits allant de & a {a} et de
{a} a {a, c}, ou de ceux qui vont de & a {c} et de {c} a {a, c}.

Une relation d’ordre semblable peut €tre définie dans tout ensemble E qui est un en-
semble d’ensembles. Autrement dit tout ensemble d’ensembles E peut €tre ordonné par
inclusion, c¢’est-a-dire muni de la relation d’ordre

(D) R={(x,y)|(x,y) e Ex Eetx C y}.

Cette relation peut étre totale ou non, cela dépend de I’ensemble E considéré. Par exemple
si, au lieu de I’ensemble £ = P({a, b, c}) de I’exemple ci-dessus, on se limite a I’ensemble

E' ={D,{a}, {a, b}, {a, b, c}},

alors la relation d’ordre par inclusion dans cet ensemble est totale. Son diagramme (figure
1.2) est « linéaire », tout comme celui de I’ensemble ordonné IN (figure 1.3). Un diagramme
linéaire est caractéristique d’une relation d’ ordre totale et certains auteurs parlent de relations
d’ordre linéaires au lieu de relations d’ordre totales.

o {a. b, c} 63
¢ {a, b} Figure 1.2 ®2  Figure 1.3
o {a} o1
oY 0

Une bizarrerie de la terminologie. Le contraire de I’adjectif « total » étant « partiel »,
il serait naturel d’appeler relation d’ordre partielle une relation d’ordre qui n’est pas totale.
Mais, sous I’influence des auteurs anglo-saxons, le terme de relation d’ordre partielle est
utilisé trés souvent dans le sens de relation d’ordre quelconque, totale ou non. Donc le terme
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générique pour relation d’ordre est devenu relation d’ordre partielle, avec la conséquence
singuliere qu’une relation d’ordre totale est un cas particulier de relation d’ordre partielle et
devrait donc s’appeler une relation d’ordre partielle totale . . .

1.4.4. Plus petit élément d’un ensemble ordonné

Si R est une relation d’ordre dans I’ensemble E, il existe au plus un élément x de E tel
que I’on ait

ey Vye E:x <, .

En effet, si x et x” sont deux éléments de E qui vérifient (1), ce par quoi nous entendons
que x vérifie (1) et que x’ vérifie la proposition correspondante Vy € E : x’ <, y, alors,
puisque x et x’ sont éléments de E,ona x <, x"etx’ <, x,donc x = x’.

Donc s’il existe un élément x de E vérifiant (1), cet élément est unique et il est appelé
le plus petit élément de E pour la relation d’ordre R.

Exemple 1. 1”ensemble ordonné IN possede un plus petit élément x, a savoir x = 0.

Exemple 2. 1’ensemble ordonné R n’a pas de plus petit élément.

Exemple 3. L’ensemble ordonné représenté dans la figure 1.1, & savoir I’ensemble
E ="P({a, b, c}),ordonné par inclusion, possede un plus petit él€ément x, a savoir ’ensemble
x=0.

Exemple 4. 1”ensemble des parties non vides d’un ensemble {a, b, ¢} a trois éléments
distincts, ordonné par inclusion, est représenté dans la figure 1.4. Cet ensemble ne possede
pas de plus petit élément.

{a, b, c}

Figure 1.4

L’ensemble des parties non
vides d’un ensemble {a, b, c},
ordonné par inclusion.

{b, c}

{a} {b} {c}

1.4.5. L’ensemble S, des minorants stricts d’un élément x

Lorsqu’il est question d’une relation d’ordre R dans un ensemble E, nous utilisons
toujours la notation Sy, ou S(x), pour désigner I’ensemble des éléments de £ qui sont
strictement inférieurs a un élément x de E suivant la relation R considérée. Nous posons
donc, pour tout x € E,

ey Sy ={zlz <, x}.
Par définition, on a donc pour tout x € E':

2) Sy C E;

(3) 7€ 8 &<, x;
“) x & Sk.
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Remarque. 1l est clair que la notation S, ou S(x), est incomplete car elle ne comporte
pas d’indication de la relation d’ordre R considérée. Il faudrait écrire Sg(x) par exemple.
Mais en général la relation d’ordre R est connue et la notation S, suffit.

1.4.6. Eléments minimaux

Soient £ un ensemble, R une relation d’ordre dans E et A une partiede E (A C E). On
dit qu’un élément x de A est un élément minimal de A suivant R s’il n’existe pas d’élément
de A strictement inférieur a x suivant R, autrement dit si I’ensemble S, N A est vide. Par
définition, si A C E, on a les équivalences:

x est un élément minimal de A suivant R
(D &S xeAetS,NA=0
& xe€Aetnondz(z € Aetz <, x).

Exemple 1. Lafigure 1.5 représente anouveaul’ensemble ordonné E présenté au §1.4.3
(figure 1.1), en désignant ses éléments par ay, . .., a; pour la commodité. On considere le
sous-ensemble A = {ay, a4, as, ag, a7} de E, dont les éléments sont mis en évidence par
les sommets noirs de la figure. Cet ensemble A posseéde deux éléments minimaux (pour la
relation d’ordre considérée dans E), a savoir les éléments a; et ag. En effet, pour ces deux
éléments a; de A, et seulement pour ces deux, il n’existe pas d’élément a; € A tel que
aj < a;. Il revient au méme de dire que

SaNA=Q et S,, NA=0.

On a en effet S,, = {ao} et S, = {ao, az, az}, et ces ensembles n’ont pas d’élément
appartenant a A. Par contre S,, = {ao, a;, a3} etl’'ona S,; N A = {a;} # &, donc as n’est
pas un élément minimal de A.

az
ae
Figure 1.5
Ensemble ordonné E = {ay, ..., a7}.
Sous-ensemble A = {ay, aq4, as, ag, az}.
5 D a3 Eléments minimaux de A: a; et ag.
O ap

Exemple 2. Ladéfinition d’un élément minimal x d’un sous-ensemble A d’un ensemble
ordonné E, et notamment la formule (1), peuvent s’appliquer au cas particulier du sous-
ensemble A = E. Un élément minimal de A est alors un élément minimal de E et la formule
(1) se simplifie de la maniere suivante, compte tenu de ce que I’'on a S, N E = S, d’apres
1.4.5(2) pourtout x € E:

x est un élément minimal de E suivant R
(2) & xeEetS, =0
& x € Eetnondz(z <, x).
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Dans I’exemple de la figure 1.5, 'unique élément minimal de E est ay. Par ailleurs, aj est
le plus petit élément de E (1.4.4) et cet exemple illustre une propriété générale qui s’énonce
ainsi: Lorsqu’un ensemble ordonné E possede un plus petit élément, alors cet élément x
est ['unique élément minimal de E. Les exemples des figures 1.2 et 1.3 illustrent aussi cette
assertion (démontrée dans [A]).

Exemple 3. L’ensemble ordonné E représenté dans la figure 1.4 possede trois éléments
minimaux: {a}, {b}, {c}. (On suppose que a, b, c sont trois objets distincts.)

Ce dernier exemple montre bien qu’il ne faut pas confondre les notions de plus petit
élément (1.4.4) et d’élément minimal d’un ensemble ordonné E. I’ ensemble ordonné de la
figure 1.4 ne possede pas de plus petit élément. Nous avons vu qu’un ensemble ordonné
possede au plus un plus petit élément. Le présent exemple montre qu’un ensemble ordonné
peut avoir plusieurs éléments minimaux. Il peut en avoir une infinité. Par exemple I’ensemble
des parties non vides d’un ensemble X quelconque, ordonné par inclusion, a pour éléments
minimaux, comme dans la figure 1.4, tous les ensembles a un seul élément {x} tels que
x € X. 1l 'y en a une infinité si X est un ensemble infini.

1.4.7. Relations d’ordre noethériennes

L’ensemble ordonné E représenté dans la figure 1.5 possede la propriété évidente sui-
vante : toute partie non vide A de E posseéde un élément minimal — ce par quoi I’on entend
naturellement qu’elle en possede au moins un. Les ensembles ordonnés qui posseédent cette
propriété ont une grande importance en informatique, car c’est elle qui permet fondamen-
talement I’emploi de la « récursivité » en informatique, c’est-a-dire qui permet la définition
«récursive » de fonctions. Ces mots entre guillemets appartiennent encore au « franglais ».
Plus loin, nous parlerons plut6t de « récurrence ».

Définition 1. On dit qu’une relation d’ordre R dans un ensemble E est une relation
d’ordre noethérienne dans E si toute partie non vide A de E posseéde un élément minimal
(au moins un) pour R. Muni de cette relation d’ordre, I’ensemble E est appelé un ensemble
ordonné noethérien.

A la place de I’adjectif « noethérien », de nombreux auteurs parlent de relations d’ordre
bien fondées (en anglais well-founded) et d’ensembles ordonnés bien fondés. Mais Noether
est le nom d’une mathématicienne? et les femmes mathématiciennes de renom sont assez
rares pour qu’on leur fasse une petite révérence.

Théoreme 1. Pour qu’une relation d’ordre R dans un ensemble E soit une relation
d’ordre noethérienne dans E, il faut et il suffit qu’elle satisfasse a la condition suivante: il
n’existe pas de suite (x,),w d’éléments de E strictement décroissante suivant R, c’est-a-
dire telle que I’on ait x,1; <, X, pour toutn € IN.

Ce théoréme fournit une maniere facile (en général) de reconnaitre une relation d’ordre
noethérienne R dans un ensemble E. La condition du théoreme peut en effet s’interpréter
de la maniere suivante: dans le diagramme de 1I’ensemble ordonné E, partant de n’importe
quel élément (sommet) xg, il n’est pas possible de descendre indéfiniment suivant les arcs
du diagramme, c’est-a-dire de parcourir une suite infinie de sommets xy > x; > x, > ...

Cette propriété est immédiatement visible dans les exemples des figures 1.1, 1.2, 1.3,
1.4. En particulier, I’ensemble ordonné IN (figure 1.3) est noethérien. Il vérifie méme une
condition plus forte que celle qui figure dans la définition d’un tel ordre. Toute partie non
vide A de IN possede un plus petit élément, c’est-a-dire un élément a tel que a < x pour tout

2 Amalie Emmy Noether (1882-1935), mathématicienne allemande.
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x € A, et cet élément a est I’'unique élément minimal de A. Par contre, I’ensemble ordonné
R n’est pas noethérien, puisqu’il existe évidemment une suite infinie xo > x; > x > ...
strictement décroissante d’éléments de RR.

On trouvera en annexe [A] la démonstration informelle (facile) du théoréeme 1. Pour le
lecteur intéressé, des indications complémentaires sont données sur la maniere de formaliser
cette démonstration, car elle fait intervenir des déductions mathématiques fondamentales.

1.5 Récurrence

1.5.1. Introduction

Le mot «récurrence » est utilisé en mathématique a propos de deux choses. Il sert
premierement a désigner certaines formes de démonstrations, dites démonstrations « par
récurrence ». On emploie aussi dans ce sens le mot « induction » en parlant de démonstrations
« par induction ». Deuxiemement, le mot « récurrence » sert a désigner une certaine maniere
de définir des fonctions. On parle de la définition de fonctions « par récurrence ». Le mot
anglais qui correspond a «récurrence » dans ce sens est « recursion », substantif auquel
correspond 1I’adjectif « recursive ».

En informatique, la définition de fonctions par récurrence est une technique de pro-
grammation trés importante, que permettent tous les langages de programmation évolués.
Elle constitue méme 1’'une des méthodes de programmation essentielles des langages de
programmation dits « fonctionnels ».

Le concept de récurrence fait donc partie des bases de la programmation et son étude de-
vrait faire partie de la formation mathématique d’un informaticien universitaire. La présente
section n’est pas un cours complet sur ce sujet. Le lecteur a sans doute déja pratiqué la
programmation « récursive » (adjectif importé de 1’anglais) et rencontré en mathématique
des démonstrations par récurrence. Nous ne voulons ici que formuler de maniere précise les
quelques schémas de déduction et théoremes principaux qui sont la base mathématique de
ces deux démarches, que nous utiliserons souvent dans ce cours.

La définition d’une fonction F' par récurrence consiste a poser pour F des équations
d’une forme particuliere (équations de récurrence), dans lesquelles F peut figurer des deux
cotés d’une égalité, ce qui fait dire souvent que « F est utilisée dans sa propre définition ».
Du point de vue mathématique, ce sont simplement des équations en F qui possedent une
solution F et une seule et peuvent donc étre prises comme définissant une fonction F unique
et bien déterminée. Par exemple, on peut démontrer qu’il existe une fonction F : N — N
et une seule telle que 1’on ait

FO) =1,
VhnelN:Fn+1)=m+1)- - F(n).

ey

Il s’agit de la fonction factorielle F = (An € IN : n!) qui peut étre définie par (1). C’est
I’existence et 1’unicité d’une fonction F : N — IV vérifiant (1) qui permettent de prendre
ces équations comme définition de la fonction factorielle. On parle d’une définition de fonc-
tion par récurrence — ou d’une définition « récursive » (franglais) de la fonction factorielle.
L’existence et1’unicité de F estun théoreme — généralement admis sans démonstration dans
I’enseignement traditionnel de la programmation, et il en va ainsi de toutes les définitions
récursives de fonctions.

L’unicité d’une fonction définie par récurrence est en général facile & démontrer. Dans
I’exemple des équations (1), il s’agit de démontrer qu’il existe au plus une fonction F
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vérifiant ces équations, c’est-a-dire que si F et F’ sont deux fonctions de domaine I
vérifiant ces équations, alors elles sont égales, et pour cela, on démontre par récurrence sur
neN.52)quel’onaVn € N: F(n) = F'(n). Voir 1.5.3.

L’existence d’une solution est beaucoup moins facile a prouver, méme si elle parait
intuitivement évidente. Il en va ainsi de la plupart des définitions de fonctions par récurrence.
La preuve d’existence des solutions sort du cadre de ce cours. Cette difficulté est d’ailleurs la
raison pour laquelle on ne fait cette démonstration qu’une fois pour toutes, c’est-a-dire pour
certaines formes d’équations de récurrence suffisamment générales, auxquelles se rameénent
plus ou moins facilement tous les cas particuliers. C’est la principale de ces formes générales
que nous présenterons plus loin (1.5.7). Nous allons parler d’abord de démonstrations par
récurrence.

I' (hypotheses dans lesquelles x ne figure pas librement)

démonstration de P (0)

i° | P(0)
x €eNet P(x) hypothese de récurrence

démonstration de P(x + 1) sous
I’hypothése de récurrence x € et P(x)

j° Px+1)
VxeN: P(x) i°, j°, principe de récurrence
naturelle

Figure 1.6
Plan d’une démonstration par récurrence naturelle sur x dans IN.

1.5.2. Démonstrations par récurrence naturelle dans IV
Chacun sait que pour démontrer une proposition de la forme

Vx e N: P(x),

autrement dit pour démontrer que tout entier naturel x possede une certaine propriété ex-
primée par une assertion P (x), il suffit de démontrer premierement que 1’élément 0 de IN
possede cette propriété, autrement dit que la proposition

(D P(0)

est vraie, et deuxiecmement, de démontrer que si un entier naturel x quelconque possede la
propriété en question, alors il en va de méme de son successeur, I’entier x + 1. Formellement,
cela signifie démontrer que la proposition

) VxeN: P(kx)= P(x+1)

est vraie (). Lorsqu’on a démontré (1) et (2), on en conclut que la proposition Vx € N :
P (x) est vraie, et cette déduction est appelée un raisonnement par récurrence (naturelle)
sur x dans IN. Le fait que cette déduction soit permise peut étre considéré comme une

3 On rappelle que la notation Vx € IN : P(x) est une abréviation de Vx(x € N = P(x)).
Nous écrivons Vx e N : P(x) = P(x + 1) pourVx e N : (P(x) = P(x + 1)), etcela
signifie donc Vx(x € N = (P(x) = P(x + 1))).
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propriété fondamentale des entiers naturels. Nous I’appelons le principe de démonstration
par récurrence naturelle dans IN.

En général, un tel raisonnement s’effectue dans un contexte logique qui ne comporte
aucune hypothese sur x (la variable de récurrence). C’est pourquoi, dans la figure 1.6 qui
donne le plan général d’une démonstration par récurrence naturelle sur x dans IN, on suppose
que la variable x ne figure pas librement dans les hypotheses du contexte (I").

1.5.3. Exemple
Comme exemple tres simple de démonstration par récurrence naturelle dans IN, nous
allons démontrer ici ['unicité d’une fonction F : N — N telle que

F(0) = 1;
VixeN:Fx+1)=x+1)-Fx)

€]

(cf 1.5.1), a savoir I’assertion: il existe au plus une fonction F : N — IN vérifiant les
équations (1). Cela signifie, comme chacun sait, que si deux fonctions F, F’' : N — NN
vérifient (1), alors F = F’. Pour démontrer cela, on suppose donc que F et F’ sont deux
applications de IN dans IN et I’on fait I’hypothése que F vérifie (1) et que F’ vérifie les
équations correspondantes, ot 1’on remplace F par F’. Sous ces hypothéses, on démontre
que F = F’, ¢’est-a-dire (1.3.13) que

(2) Vx e N: F(x) = F'(x).
—_— —
P(x)

La proposition (2) se démontre par récurrence sur x € IN suivant le plan de la figure 1.6.
Les hypothéses I" sont celles que nous venons de mentionner a propos de F et F'. Dans ces
hypotheses, la variable x ne figure pas librement. La proposition P (0) (figure 1.6) est dans
notre cas F(0) = F'(0). Elle découle immédiatement des hypothéses F(0) = 1, F'(0) = 1.
Faisons I’hypothese de récurrence

3) xelNet F(x) = F'(x).
—_—
On peut alors écrire Px)
Fx+1)=x+1)-F(x) équations (1)
=(x+1)-F'(x) hypothése de récurrence (3)
=F'(x+1 équations (1) avec F'.

On a donc démontré P(x + 1), c’est-a-dire F(x + 1) = F’(x + 1), sous I’hypothése de
récurrence x € Wet P(x). La démonstration de (2) suivant le plan de la figure 1.6 est
achevée.

1.5.4. Théoréme
Soient A un ensemble, o une application de A dans lui-méme (¢ : A — A) et a un
élément de A. Il existe une suite (x,),w d’éléments de A et une seule telle que xo = a et
telle que
VnelN: x,11 = alx,).

Ce théoreme est le premier théoréme d’existence et d unicité d’une fonction satisfaisant
a certaines équations de récurrence. Il s’agit ici d’une fonction x : N — A, appelée « suite
d’éléments de A » (1.3.18). C’est non seulement le premier théoréme de ce genre que
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nous énoncons dans ce cours, mais surtout le premier dans la construction logique de toute
la «théorie de la récurrence » dont nous présentons dans cette section quelques éléments
importants.

La démonstration sort du cadre de ce cours. Disons seulement qu’elle utilise le principe
de récurrence naturelle (1.5.2) et que c’est la raison pour laquelle ce théoréme est placé ici.
Mais il est déja utilisé dans [A], dans la démonstration du théoreme de 1.4.7 caractérisant
les relations d’ordre noethériennes.

1.5.5. Démonstrations par récurrence noethérienne

Nous allons présenter dans ce paragraphe une méthode trés importante pour démontrer
une proposition de la forme

(D) Vxe E: P(x)

dans un contexte ol E est un ensemble muni d’une relation d’ordre noethérienne R. Nous
rappelons que dans un tel contexte nous désignons par S, pour tout x € E, ’ensemble des
éléments z de E tels que z <, x (1.4.5).

Le principe de récurrence noethérien. Démontrer (1) par « récurrence noethérienne
dans E » consiste a démontrer, pour un élément x quelconque de E, que I’on a

@ S=9 = Pkx).
Autrement dit: tout élément minimal de E (1.4.6) vérifie P.
(b) [Sc#DetVze S, :P@)] = P).

Autrement dit:
si x n’est pas un élément minimal de E et si tous les éléments
de E strictement inférieurs a x vérifient P, alors x vérifie P.

I' (hypotheses dans lesquelles x ne figure pas librement)

xeE hyp
Ss=0 (x est minimal) hyp
i° P(x)
S, £DetVze S, : P(2) hypothese
de récurrence
¥ P(x)
P(x) i°, j°, principe de récurrence noethérien
x € E= P(x)

Vx(x € E = P(x)).

Figure 1.7

Plan d’une démonstration par récurrence noethérienne dans un ensemble
ordonné noethérien E. Les deux lignes finales sont omises en général.
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Pratiquement, une telle démonstration se déroule suivant le plan donné dans la figure
1.7. Les hypotheses du contexte dans lequel on démontre de cette maniere la proposition
(1), désignées par I" dans la figure, ne doivent évidemment pas contenir d’occurrence libre
de la variable de récurrence x pour qu’on puisse effectuer la généralisation finale sur x dans
la démonstration (derniere ligne).

Le principe de récurrence noethérien, invoqué a la ligne j + 1 de la figure 1.7 est en fait
un schéma de déduction, au sens de la logique. Il est démontré dans [A].

1.5.6. Cas particulier : démonstrations par récurrence noethérienne dans IN

Comme nous 1’avons vu au §1.4.7, la relation d’ordre usuelle dans IN est noethérienne.
On peut donc utiliser la méthode de démonstration de la figure 1.7 en I’adaptant a ce cas
particulier. Le plan de démonstration par récurrence noethérienne dans IN qui en résulte est
donné dans la figure 1.8. Dans ce cas particulier, S, = & équivaut a x = 0. La proposition
Vz € Sy : P(2) peuts’écrire Vz < x : P(2).

I" (hypotheses dans lesquelles x ne figure pas librement)

xeN hyp
x=0 (S =9) hyp
1° P(x)
x#0etVz <x: P(2) hypothese
de récurrence
¥ P(x)
P(x) i°, j°, principe de récurrence noethérien
Vx e N: P(x).

Figure 1.8

Plan d’une démonstration par récurrence noethérienne dans NN,
conformément au plan général de la figure 1.7.

1.5.7. Définitions de fonctions par récurrence noethérienne

Nous allons énoncer dans ce paragraphe un schéma de déduction trés général permettant
de justifier toutes les définitions récursives de fonctions auxquelles nous aurons affaire
dans la suite, et toutes celles que 1’on rencontre plus généralement en informatique. Nous
appellerons ce schéma le principe de définition par récurrence noethérienne. 1l exprime
que dans un contexte ol E est un ensemble muni d’une relation d’ordre noethérienne
R, il existe une fonction F et une seule, de domaine E, satisfaisant a des équations de
récurrence d’une certaine forme. Dans la description de cette forme (voir encadré ci-dessous)
interviennent deux termes indéterminés T, et T,. La notation Fs , pourunx € E,désignela
restriction de la fonction F a I’ensemble S, (1.3.21). La notation (F|s, | F)T, est celle d’une
substitution (cours de logique élémentaire). Elle désigne le terme obtenu en remplagant
chaque occurrence libre de la variable F dans T, par le terme Fig, .
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Principe de définition par récurrence noethérienne. Dans un contexte ou E désigne
un ensemble et R une relation d’ordre noethérienne dans E et ou, pour tout x € E, S;
désigne I’ensemble des éléments z de E tels que z <, x (§1.4.5), la proposition

Il existe une fonction F et une seule telle que
DomF = E et

ey T, si Sy = I
VxeE: F(x)=
(Fis, |F)Ty, i8S, #O

est vraie si Ty et T, sont des termes satisfaisant aux conditions suivantes:

— la variable F ne figure pas librement dans T
— le terme F|g, est librement substituable a F dans T».

L’interprétation de ce principe est discutée au §1.5.9, apres I’exemple qui suit.

1.5.8. Exemple
La suite des nombres de Fibonacci (non nuls)

1,2,3,5,8,13,21,34, ...

est caractérisée par le fait que les deux premiers de ces nombres sont 1 et 2, et que chacun
des nombres suivants est la somme des deux nombres qui le précédent. Formellement, on
définit cette suite comme étant la fonction F : N — N telle que, pour tout x € IN:

1 six =0;
(D) Fx)y=4%2 six =1;
F(x—2)+ F(x —1) sinon.

En acceptant cette définition, on admet qu’il existe une fonction F' : N — IN et une seule
vérifiant (1) pour tout x € IN. Nous allons montrer que cela découle du principe de définition
par récurrence noethérienne. L application de ce principe a un cas particulier nécessite que
I’on choisisse une relation d’ordre noethérienne appropriée au cas particulier. Dans cet
exemple, ce n’est pas la relation d’ordre usuelle dans IN qu’il faut considérer (figure 1.3),
mais celle qui est dépeinte dans la figure 1.9 sous le nom de Rpgiponacci, que nous abrégerons
Rp.

4
3 .
Figure 1.9
Ordre noethérien REiponacei dans IN.
2
0 1

Cette relation Ry dans IN est I’ensemble des couples (x, y) d’éléments de IN qui appar-
tiennent a la relation d’ordre usuelle mais qui ne sont pas le couple (0, 1). Autrement dit,
pour deux éléments x, y quelconques de N, on a

(x,y) € Rp & (x < yet(x,y) # (0, 1)),
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formule dans laquelle le signe < est pris au sens de la relation d’ordre usuelle. Cette formule
permet de montrer facilement que Ry est bien une relation d’ordre dans IN et elle est
évidemment noethérienne selon le critere (théoréme) du §1.4.7. Muni de la relation d’ordre
Rp I'ensemble IN ne possede pas de plus petit élément, mais il possede deux éléments
minimaux (0 et 1). En désignant par S, (pour tout x € IN) ’ensemble des éléments z de IN
tels que z<, x,ona S =8 = JetS, # < pour tout x ¢ {0, 1}. L’équation (1) peut
donc s’écrire, de maniere équivalente:

x+1 8iS, =J;

@ F(x)z{ ,
Fx—-2)+F(x—1) siS, #Q.

Pour tout x € NN tel que S, # &, les nombres x — 2 et x — 1 appartiennent a I’ensemble S,
et, par conséquent, pour toute fonction F' de domaine IN, on a

F(x—2)=Fs(x—2) et Fx—1)=Fg(x—1). (1.3.21)

L’équation (2) peut donc s’écrire finalement de maniere équivalente:

3)

x+l Sle=®9
F(x) =
Fis.(x —2)+ Fs.(x — 1) siS, #0.

Cette équation est de la forme décrite dans le principe de définition par récurrence
noethérienne (1.5.5), notamment :

— leterme T; est x + 1
— leterme Toest F(x —2)+ F(x — 1).

On abien dans I’équation (3) le terme (Fs, | F)) T,. Les conditions du schéma sont satisfaites :
la variable F ne figure pas librement dans T, le terme F|g, est librement substituable a F
dans T,. D’apres le principe en question il existe une fonction F et une seule de domaine I
vérifiant 1I’équation (3) (pour tout x € IN). Il en est donc de méme de 1’équation équivalente

(1).

1.5.9. Interprétation du principe de définition par récurrence noethérienne

Si E estun ensemble ordonné noethérien, définir une fonction ¥ de domaine E suivant le
principe mentionné, consiste premierement a définir explicitement les valeurs F'(x) pour les
éléments minimaux x de E en donnant un terme T dans lequel F ne figure pas (librement).
Donc, pour ces éléments de E, il n’y a pas de « récurrence »: F n’est pas « utilisée dans sa
propre définition ». Pour les éléments x non minimaux (S, # &), F peut figurer a droite
dans I’équation F(x) = T,, comme dans 1.5.8(1), mais on doit pouvoir remplacer toutes
les occurrences (libres) de F' dans T, par F|s, sans changer la valeur de ce terme. Pour cela,
il suffit que F soit appliquée dans ce terme uniquement a des éléments z de E strictement
inférieurs a x, ce qui implique F(z) = F|s, (z). Dans I’exemple qui précede 1.5.8(1), ce sont
les éléments x — 1, x —2. Le calcul de F (x) au moyen d’une telle équation fait donc appel a la
valeur F(z) pour certains éléments z de E strictement inférieurs a x. Le calcul de ces valeurs
F (z) peut nécessiter I’usage de la méme équation, ¢’est-a-dire faire appel a des valeurs F(z')
correspondant a des €léments z” encore plus petits, etc. Cependant, ce processus ne peut
pas se répéter indéfiniment puisqu’il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante
Xo > X1 > X > ...déléments de E (1.4.7). On aboutit nécessairement a des éléments
minimaux de E, pour lesquels F retourne la valeur du terme T;.
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1.6 Monoides

1.6.1. Opérations binaires dans un ensemble
On appelle opération binaire dans un ensemble E une application ¢ de ’ensemble E x E
dans lui-méme. Autrement dit, par définition,

(¢ est une opération binaire dans E) < ¢ : E X E — E.

Etant donné un symbole d’opération binaire s (symbole fonctionnel binaire selon la ter-
minologie des langages du premier ordre), on dit qu’une opération binaire ¢ dans I’ensemble
E est notée au moyen du signe d’opération * si1’on pose:

Vxe E:VyeE: xxy=¢(x,y).

NB. Lorsqu’on parle ainsi de « noter 1’opération ¢ » au moyen du signe d’opération s,
cela ne signifie pas que ce symbole * désigne 1’opération ¢ (fonction) elle-méme. On peut
écrire ¢ (x, y) = x * y, mais il est incorrect d’écrire ¢ = *. Un signe d’opération tout seul
ne constitue pas une expression syntaxiquement correcte; il doit toujours étre combiné avec
des arguments x, y.

Opérations binaires associatives. On dit qu’une opération binaire ¢ dans 1’ensemble
E est associative si, quels que soient les éléments x, y, z de E:
plp(x, y),2) = o(x, ¢(y, 2)).
Lorsque ¢ est notée au moyen du signe d’opération *, cette égalité s’écrit:
(x*xy)kz=2x%(y*2).
Elément neutre pour une opération binaire. Soit ¢ une opération binaire dans E. On
dit qu’un élément e de E est neutre pour ¢ si, pour tout x € E':
p(x,e) =x et p(e,x) = x.
Si ¢ est notée au moyen du signe d’opération x*, ces égalités s’écrivent
Xke=Xxetexx =X.

Il existe au plus un élément de E neutre pour ¢. En effet, si e et ¢’ sont deux éléments
neutres de E pour cette opération, alors ¢(e, ') = e puisque ¢’ est neutre et (e, ¢’) = ¢
puisque e est neutre, donc e = ¢'.

1.6.2. Monoides
On appelle monoide un triplet (M, ¢, e) dans lequel

M est un ensemble;
@ est une opération binaire associative dans M;
e est élément neutre de M pour ¢.

Un tel triplet est appelé souvent un « ensemble M muni d’une opération binaire associative
¢ et d’un élément neutre e ». L’ensemble M est appelé le support du monoide (M, ¢, e).
Lorsque I’opération ¢ est notée au moyen d’un symbole d’opération *x (1.6.1), on écrit
souvent abusivement (M, *, e) pour désigner le monoide (M, ¢, e).

Exemple 1. Le triplet (IN, -, 1), a savoir I’ensemble IN muni de I’opération de multipli-
cation usuelle (associative) et de I’élément neutre 1, est appelé le monoide multiplicatif des
entiers naturels.
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Exemple 2. Le triplet (N, +, 0), a savoir ’ensemble IN muni de 1’opération usuelle
d’addition (associative) et de I’élément neutre O est un monoide appelé le monoide additif
des entiers naturels.

Exemple 3. Si E estunensemble quelconque, le triplet (P(E), U, &), a savoirl’ensem-
ble des parties de E muni de 1’opération (associative) de réunion et de I’élément & € P(E)
(neutre pour la réunion), est un monoide. Le triplet (P(E), N, E) est un autre monoide de
méme support P(E).

Les monoides des exemples 1 a 3 sont des monoides commutatifs, en ce sens que leur
opération binaire ¢ est commutative: quels que soient les éléments x, y du support M, on a

p(x,y) = ¢y, x).

Par contre, le monoide de 1I’exemple suivant n’est pas commutatif.
Exemple 4. 1'ensemble M des matrices réelles 2 x 2 muni de 1’opération (associative)
0 1 (neutre pour I’opération de produit

considérée) est un monoide. Ce monoide n’est pas commutatif: le produit AB de deux
matrices réelles carrées n’est pas égal au produit BA en général.

de produit matriciel et de la matrice diagonale ( !

Exemple 5. Si X est un ensemble quelconque, I’ensemble W(X) des séquences sur X
(2.2.1) muni de I’ opération associative de concaténation (notée avec le signe cat ou comme
une multiplication) et de I’élément neutre A — autrement dit le triplet (W(X), cat, A) —est
un monoide, que 1’on appelle le monoide des séquences sur X.

Ce monoide n’est pas commutatif si I’ensemble X posseéde au moins deux éléments
distincts. Par exemple, si a et b sont des éléments de X distincts (a # b),ona {a ){b) =
{a,b) # {(b,a) = {(b){a)). Par contre, si X = & ou si X n’a qu’un seul élément
(X = {a}), le monoide W(X) est commutatif.

1.6.3. Le monoide des relations dans un ensemble £
Nous utiliserons systématiquement la notation R(E) pour désigner [’ensemble des re-

lations dans un ensemble E. En vertu de cette définition et de celle d’une «relation dans
E » (1.3.3), nous avons les équivalences

R € R(E) < R est une relation dans E
S RCEXE
< ReP(E X E).

La notation P(A) désigne I’ensemble des parties (ou sous-ensembles) d’un ensemble A
et la troisieme équivalence ci-dessus est une application de la formule générale de théorie
des ensembles: X € P(A) & X C A. L’ensemble R(E) des relations dans E est donc
I’ensemble des parties de E x E.

Nous avons vu au §1.3.4 que la composée S o R de deux relations dans E est elle-méme
une relation dans E. Ceci nous permet de munir I’ensemble R(E) d’une opération binaire
¢ : R(E) x R(E) — R(E) en posant, pour chaque couple (R, S) € R(E) x R(E),

¢(R,S)=SoR.

Dans certains contextes, notamment celui de la théorie des automates, il est commode
de noter multiplicativement RS la composée S o R de deux relations dans un ensemble E :

RS =SoR,
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d’oulaformule (a, b) € RS < 3x(a R x et x S b). Nous noterons ainsi multiplicativement
I’opération ¢ dans R(E) définie ci-dessus et nous 1’appellerons le produit de composition
dans R(E).

Cette opération binaire dans R(E) est associative (1.3.4). L’ensemble R(E) possede en
outre un élément neutre pour cette opération, a savoir la relation Idg, relation identique de
E (1.3.8). Ces propriétés du produit de composition se traduisent par les formules suivantes,
valables pour des relations R, S, T quelconques dans E:

(RS)T = R(ST); RIdz = R; 1dzR = R.

Le triplet (R(E), ¢, Idg), ou ¢ est I’opération de produit de composition dans E, est
donc un monoide, appelé le monoide des relations dans E.

1.6.4. Monoides additifs et multiplicatifs

Beaucoup d’opérations binaires importantes sont notées soit additivement, c’est-a-dire
au moyen du signe +, soit muliplicativement, c’est-a-dire au moyen du signe - (celui-ci
pouvant étre omis). Un monoide dont I’ opération est notée au moyen du signe + (resp. - ) est
appelé un monoide additif (resp. multiplicatif). Mais ces adjectifs se rapportent seulement
a la notation utilisée pour I’opération et non a une propriété de cette opération. Par exemple,
le monoide (W(X), ¢, A), dans lequel ¢ est I’opération de concaténation des séquences, est
noté multiplicativement lorsqu’on écrit xy pour la concaténation ¢ (x, y) de deux séquences
sur X.

1.6.5. Itérés d’un élément d’un monoide

Théoréeme. Soient (M, *, ¢) un monoide dont I’opération est notée au moyen du signe
*, et a un élément de M. Il existe une fonction F' : N — M et une seule telle que, pour tout
nelN:

| P e sin =0;
1 (n)_{a*F(n—l) sin 0.

La démonstration est une application évidente du principe de définition par récurrence
noethérienne (1.5.7), que I’on applique a ’ensemble £ = IN muni de I’ordre usuel. En
considérant cet ordre dans IN, on peut écrire (1) de maniere équivalente

e sisS, =d;
Fn) = .
a*F‘Sn(n—l) SlSn7é®.

On applique 1.5.7 en prenant pour T, le terme e et pour T, le terme F(n — 1).

Définition. Etant donné un monoide (M, %, e) et un élément a de M, on désigne par
it, 'unique fonction F : N — M qui vérifie (1) pour tout n € IN. On a donc, par définition,

() it,(0) = e;
3) VneN: it,(n+ 1) = a*it,(n).

On peut donc écrire, successivement:

it,(0) = e;
it,(1) = a;
it,(2) = a * a;

it,(3) = a *xa *a;
etc.
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L’élément it,(n) de M est appelé le n-ieme itéré de a.

Exemple. Supposons que (M, *, e) soit le monoide (W(X), cat, A) des séquences sur
un ensemble X. Soient u, v des éléments de X eta = {u, v )). On a

ity (0) = A;

ity (1) = (u, v);

ity (2) = (u, v,u,0);
itguvy(3) = (u,v,u,v,u,v));

etc.
Notation multiplicative. On utilise la notation particuliere
it,(n) =a"

lorsque I’opération du monoide M est notée multiplicativement. Avec cette notation, les
formules (2) et (3) prennent la forme suivante:

a’ =e;
VneN: ot =a(a).

Par exemple, on utilise cette notation pour une séquence a sur un ensemble X, c’est-
a-dire un élément a du monoide M = W(X), lorsque celui-ci est noté multiplicativement.
Ainsi dans I’exemple précédent, au lieu de ity ,y(n), on peut écrire

(u, v )"
Notation additive. On utilise la notation particuliere
it,(n) = na

pour un élément a d’un monoide M dont I’opération est notée additivement. Avec cette
notation, les formules (2) et (3) prennent la forme suivante :

Oa = e;
VinelN: (m+1)a=a+ (na).

1.6.6. Théoreme
Soit @ un élément d’un monoide (M, *, €). Quels que soient m, n € I, on a
it,(m + n) = it,(m) * it,(n).

Notations particulieres. Lorsque I’opération du monoide est notée multiplicativement,
I’élément it, (n) est noté aussi a”, et avec cette notation 1’égalité ci-dessus devient

Lorsque I’opération du monoide est notée additivement, it,(n) est noté aussi na, et
I’égalité s’écrit
(m 4+ n)a = ma + na.

Démonstration. Pour un n € NN fixe, mais quelconque, on démontre la proposition

(1) Vm e N: ity(m) *it,(n) = it,(m + n)

P(m)

par récurrence naturelle sur m (cf. §1.5.2, figure 1.6).
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Démonstration de P(0):

it, (0) x it,(n) = e * it, (n) 1.6.5(2)
=it,(n) e neutre
=it, (0 + n).

Démonstration de P (m + 1) sous ’hypothese de récurrence m € N et P(m):

it,(m + 1) xit,(n) = (a *xit,(m)) * it,(n) 1.6.5(3)
= a * (it,(m) * it,(n)) associativité de *
=a xit,(m + n) hypothese de récurrence
=it,(m +n+1) 1.6.5(3)

=it,((m + 1) + n).

Commentaire. A premiere vue, il n’y a pas de raison de démontrer le théoréme par
récurrence sur m, comme nous 1’avons fait, plutdt que de démontrer

) VnelN: it,(m)*it,(n) =it,(m + n)

par récurrence sur n, pour un m fixe quelconque. Mais onn’y arrive pas, et il faut essayer pour
s’en rendre compte. Cette dissymétrie provient de la formule 1.6.5(3). On peut démontrer
(2) par récurrence sur n a condition de démontrer au préalable (par récurrence sur n) la
formule suivante, symétrique de 1.6.5(3):

YVnelN: it,(n+1) =it,(n) xa.

1.6.7. Exercice

Soient (M, *, ) un monoide et soient a, b € M. Démontrer les propositions suivantes
par récurrence sur n (pour un m fixe quelconque dans le cas de (4)).

(1) Vne N : it,(n) = e.
(2) Siaxb=>b=xa,alors Yn € N: it,(n) x b = b *it,(n).

Conséquence. Lorsque deux éléments a, b de M sont tels que a * b = b * a, on dit que
ces éléments commutent. C’est le cas trivialement si a = b. D’apres la formule (2), on a
donc, pour toutn € N :
it,(n) xa = a xit,(n).

(3) Siaxb=>bxa,alors Vn € N : ity (n) = it,(n) xit,(n).
4) YmeN:Vn e N : it,(mn) = ity () (n).
Donner les formules qui correspondent a (3) et (4) dans la notation multiplicative (axb =

a-b,it,(n) = a") et dans la notation additive (a x b = a + b, it,(n) = na).

1.6.8. Monoide opposé d’un monoide
On appelle monoide opposé d’un monoide (M, ¢, e) le monoide (M, Y, e) oul’opération
Y M x M — M est définie par

VxeM:VNyeM: vx,y) =y, x).

Il faut s’assurer bien entendu que (M, ¥, e) est un monoide, a savoir que I’opération i est
associative, et que e est neutre pour cette opération. En notant ¢ au moyen du signe * et i
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au moyen de *,p,, on a en effet, quels que soient x, y, z € M:

(x*opy)*opz=z*(y*x)=(Z*y)*x=x*op(y*opz)-
Xkope =exx =e.
€kopX =X ke =e¢.

1.6.9. Homomorphismes de monoides
Soient (M, *, e) et (M', ¥/, ¢') deux monoides. Un homomorphisme de (M, %, ¢) dans
(M', #, ¢') est une fonction f : M — M’ telle que

(1) fle)=¢
) VxeM:VyeM: f(xxy)=f(x)* f(y).

Exemple 1. Soient X un ensemble et f : W(X) — N la fonction «longueur des
séquences sur X », autrement dit la fonction f = (Ax € W(X) : Ig(x)). On a

f(A) =0;
Vx e WX):Vye W(X): f(xcaty) = fx)+ f(y).

Ces propriétés de f peuvent s’exprimer en disant que f est un homomorphisme du monoide
(W(X), cat, A) dans le monoide (IN, +, 0).

Exemple 2. Soit R’ I’ensemble des nombres réels strictement positifs (> 0). La fonc-
tion logarithme f = (Ax € R} : Log(x)) est un homomorphisme du monoide multiplicatif
(R?, -, 1) dans le monoide additif (R, +, 0), puisque f(1) =0et f(xy) = f(x) + f(¥).

Exemple 3. La fonction p de renversement des séquences sur X (2.2.3) est un homo-

morphisme du monoide (W(X), cat, A) dans le monoide opposé (W(X), catg,, A), car on
ap(A) =A(2.23(1))etquels que soient x, y € W(X):

p(x cat y) = p(y) cat p(x) 2.2.4(1)
= p(x) catp p(y).
Exemple 4. La fonction it, : N — M, pour un élément @ d’un monoide (M, *, e) est
un homomorphisme du monoide (IN, 4+, 0) dans le monoide M, d’apres 1.6.5(2) et 1.6.6.

1.6.10. Théoremes
(1) Pour tout monoide (M, *, e), la fonction identique Idy; : M — M est un homomor-
phisme de (M, *, ¢) dans lui-méme.

(2) Soient (M, *,¢e), (M',*,¢e'), (M”,%",e”) trois monoides. Si f est un homomor-
phisme de (M, *, e) dans (M', %, ¢’) et si g est un homomorphisme de (M’, %', ¢’) dans
(M”, %", e"), alors la fonction g o f : M — M" est un homorphisme de (M, %, ¢) dans
(M// >k// e//)

Démonstration : voir [A].
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Chapitre 2 Séquences

2.1 Séquences, concaténation

2.1.1. Intervalles de IV

Si a et b sont deux entiers naturels (a, b € IN), nous désignons par [a .. b] I’intervalle
d’extrémités a, b de IN, a savoir I’ensemble des entiers naturels k tels que a < k < b. Cette
définition s’écrit, selon (1.2.2),

[a..b]={k|keNeta <k < b):;
—(keN|a<k<Db).

La notation a < k < b est une abréviation de la conjonction (a < ketk <b).Sia,b € NN,
on a donc par définition (1.2.2)

kela..b] s (ke Neta <ketk <b).

Notre définition de [a .. b] ne suppose pas que I’on ait a < b. Elle peut étre appliquée
au cas ol a > b et elle entraine dans ce cas que I'intervalle [a .. b] est vide ([a .. b] = )
car, sia > b, il n’existe pas d’entier naturel k tel que 'on aita < k etk < b.

Les intervalles de IN la forme [1 .. n] jouent un réle particulierement important.
Premicrement, ils servent d’ensembles de référence en tant qu’ensembles finis. Un en-
semble E est fini, par définition, s’il existe un entier naturel » et une bijection de I’ensemble
[1..n]sur E. Cet entier n est alors unique et il est appelé le nombre d’éléments de E.

Deuxiemement, les intervalles de IN de la forme [1 .. n] interviennent dans la notion
de séquence, définie ci-dessous. En prévision de cette définition, nous notons les formules
suivantes, que nous admettons sans démonstration:

Sim € Netn € N, alors

(1) m=0&1]1..m]=4;
2 m=n<s[l..m]l=[1..n].

2.1.2. Séquences: définition mathématique

Dans ce cours, nous appelons séquence toute fonction dont le domaine est un intervalle
de N de la forme [1 .. n]. Par exemple, le tableau suivant représente une fonction « telle que
Doma = {1, 2, 3,4} = [1 .. 4]. Cette fonction est donc une séquence. On dit qu’il s’agit
d’une séquence de longueur 4.

k alk]
11{0.12
(D 21 2.50
310.12
4|3.14

La valeur o (k) qui correspond a un élément k du domaine d’une séquence o sera toujours
désignée par a[k], avec des parentheses carrées [,]. Dans 1’exemple (1), toutes les valeurs
o[k] sont des nombres réels:

a[1] =0.12, «[2] =2.50, «[3]=0.12, «a[4]=3.14.
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On dit que o est une séquence de nombres réels. Cela peut s’exprimer par I’inclusion
Prto C R. La portée d’une séquence est toujours un ensemble fini, mais & part cela, cet
ensemble peut étre quelconque. C’est seulement le domaine des fonctions qui intervient
dans la définition générale des séquences, définition qui se formalise par 1’équivalence :

2) o est une séquence < (oe est une fonctionet 3n € W : Doma = [1 .. n]).

Longueur d’une séquence.— Si o est une séquence, non seulement il existe un entier
naturel n tel que Dom o = [1 .. n], mais encore cet entier est unique, en vertu de 2.1.1(2).
Cet unique entier est appelé la longueur de o et noté 1g(«).

2.1.3. Notation des séquences

Pour donner une séquence « explicitement, on peut utiliser une table de cette fonction,
comme dans ’exemple 2.1.2(1). Il vient immédiatement a I’idée de simplifier cette table
en omettant sa premiere colonne dont on sait qu’elle ne contient qu’une numérotation des
lignes de la table. Il reste le tableau suivant:

0.12
2.50
0.12
3.14

Nous utiliserons a la place de ce tableau I’expression horizontale
{0.12, 2.50, 0.12, 3.14 ).
De facon générale, siaj, ..., a, (n > 1) sont des expressions quelconques, I’expression

(ar,...,a,)

représente la séquence o de longueur n telle que «[1] = ay,...,a[n] = a,. Une telle
fonction, en tant qu’ensemble de couples, peut étre représentée encore par 1’expression
{1 — ap,...,n a,}. Enfait, I'égalité

(D) {aj,...,a,)={l—ay,...,n— a,}

peut étre prise comme définition de la notation ( ai, ..., a, )). Les formules suivantes (ol
I’on suppose n > 1) découlent trivialement de cette définition:

(2) {(ay,...,a,) estune séquence;

3) lg({ar,....a, ) =mn;

(4) Pourtoutk e€[l..n]: {ay,...,a,)[k]=ay.

(5) (x estune séquence de longueur n) < x = (x[1], ..., x[n]).
Il ne faut pas confondre la notation ( ai, ..., a, )) avec lanotation {ay, ..., a,}. Dans une
expression de la forme {a,, ..., a,} on peut changer I’ordre d’écriture des a; et supprimer

les répétitions sans changer I’ensemble représenté. Par exemple, si a, b, ¢ désignent trois
objets distincts, I’ensemble {a, b, a, c} est égal aux ensembles {a, b, c}, {b, a, c}, etc. Par
contre, la séquence ( a, b, a, ¢ )) n’est pas égale a la séquence ( a, b, c )), laquelle n’est pas
égale a la séquence (c, b, a )), etc.

2.1.4. La séquence vide
On sait que I’ensemble & est une fonction (1.3.15) et qu’il est I’'unique fonction F telle
que Dom F = &. Comme I’ensemble &J est aussi égal a I’intervalle [1 .. 0] de N (2.1.1), on
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peut dire que la fonction vide a pour domaine un intervalle [1 .. n] de IN, donc qu’elle est
une séquence, et en outre qu’elle est I’'unique séquence de longueur 0.

Nous I’appellerons naturellement la séquence vide, mais, au lieu du symbole &, nous
utiliserons plutdt le symbole A (lettre grecque lambda majuscule) pour désigner cette
séquence particuliere. Le symbole € (epsilon) est aussi utilisé dans la littérature pour désigner
cette séquence. En résumé, nous avons par définition:

(1) A estune séquence.
(2) lg(r) =0.
(3) Si x est une séquence, alors

Ig(x) =04 x = A.

2.1.5. Egalité de séquences

L’égalité de deux séquences est une égalité de fonctions. Comme cas particulier de la
formule de 1.3.13, on peut énoncer:

Deux séquences x = ( x[1],...,x[m] ), ety = {y[1], ..., y[n]) sontégales (x = y)
si et seulement si m = n et, pour tout k € [1..m], x[k] = y[k]. Cela peut se formuler
aussi: si x et y sont des séquences, alors

(1) x=y & (lgt) =lg(y) et Vk € [1 .. lg(x)] : x[k] = y[k]).

2.1.6. Séquences élémentaires

Une séquence élémentaire est une séquence de longueur 1, autrement dit une séquence
de la forme ( a }). Les formules (3) et (4) de 2.1.3, appliquées a ce cas particulier, donnent:

lga) =1 et {a)[l] =a.
D’apres 2.1.4(3), onadonc {a ) # A.

NB. Il fautse garder de confondre un objet a avec la séquence élémentaire ( a )). Celle-
ci est la fonction (ensemble de couples) {1 > a}, ce qui est bien différent de a. Néanmoins,
dans certains contextes, c’est un abus de langage commode que d’écrire a au lieu de {a ).

2.1.7. Concaténation de deux séquences

A partir de deux séquences, x = {x[1],...,x[m]) ety = {y[1],..., y[n])), on peut
former la séquence

= «X[l], . ..,x[m], )7[1], »y[”] »

Cette séquence, de longueur m +n, est appelée concaténation de x etde y (*). Cette opération
est notée le plus souvent comme un produit:

7 =Xxy.
Nous utiliserons aussi le symbole d’opération plus spécifique cat :
z=xcat y.

Par exemple, la concaténation de x = (b, a,a,c) ety = {c, b, b)) est la s€équence
xy ={b,a,a,c,c,b,b).Cesséquences sont présentées ci-dessous sous la forme tabulaire.

4 Concaténation = enchainement. Du latin cafena, la chaine.
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Cela peut faciliter la compréhension de la définition formelle qui suit.

k xIk] k. (eylk]
1 b 1 b
2 a 2 a
3 a 3 a
4 c k  ylk] 4 c
X 1 c 5 c
21 b 6 b
3 b 7 b

y xy

Définition. Si x et y sont des séquences, la séquence désignée par xy est caractérisée
par les propriétés suivantes:

(1) Iglxy) =Igx) +1g(»);
(2) Pourtoutk e[1..1g(xy)]:

x[k] sike[l..Ilgx)];

(xy)lk] = {y[k —lg(x)] sike[lgk) +1..1g(xy)].

2.1.8. Exercice
On peut récrire la formule 2.1.7(2) de la maniére suivante:

x[k] sik e[l..1g(x)];
ylk —1g(x)] sik ¢[1..1g(x)].
Le membre de droite de cette derniere égalité est ce qu’on appelle un terme conditionnel. Ce

genre de terme est d’un usage fréquent dans les définitions. Par exemple, la valeur absolue
|x] d’un nombre réel x est souvent définie par

Vke[l.. lglxy)]: (xy)lk] = {

x| = X six > 0;
—x six <0 (non(x > 0)).

On peut I’écrire |x| = (Si x > 0 alors x sinon —x), ou plus succinctement:
|x] =8i(x >0, x, —x).

De facon générale, un terme conditionnel est un terme de la forme Si(P, T, T;), ou P est
une proposition et 7, T, sont des termes. Par définition, les implications suivantes sont
vraies:

P = (Si(P, Ty, T») =T); nonP = (Si(P, T1, T») = T»).

On demande de reformuler la définition de la concaténation de deux séquences x, y en
remplacant les deux formules 2.1.7(1), 2.1.7(2) par une seule égalité de la forme xy = ...
Utiliser a droite la notation lambda (1.3.17) pour définir la séquence xy en tant que fonction
de domaine [1 .. 1g(xy)].

2.1.9. Propriétés de la concaténation

Nous donnons ici quelques formules utiles sur la concaténation de séquences. Dans
toutes ces formules, on suppose que x, y, u sont des séquences. Les démonstrations sont
fournies en annexe [A].

D x#F A= (y)[l]=x[1].
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2 kell..lgy] = ylkl = (xy)[lg(x) +k].
3) xA=x et Ax =x. (A est neutre pour la concaténation)

4 xy=A& (x=Aety=A).
Xy#£A &S (x£EAouy#A).

&) (xy)z = x(yz). (associativité de la concaténation)
(6) Ux =uy = x =y. (simplifiabilité a gauche)
Xu=yu = x =Y. (simplifiabilité a droite)

@) xx=x & x=A.

2.1.10. Reste d’une séquence non vide

Six = {x[1], x[2], ..., x[n])) est une séquence non vide (n # 0), on appelle reste
de x la séquence obtenue en enlevant le premier élément de x, a savoir la séquence
{x[2],...,x[n]). Nous désignons cette séquence par la notation x|. Elle est égale & A

sin = 1. Par exemple:
x={a,b,b,a) ={1—a,2+— b,3+— b,4+ a}l.
x} ={b,b,a) = {1~ b,2— b,3 > a}.
La définition formelle de x| est la suivante.

Définition. Si x est une séquence non vide (x # A), la séquence x| est caractérisée
par les deux formules suivantes:

(1) lgxy) =1glx) — 1.
(2) Vkell .. lgxP)]l: &Pkl =x[k+1].

Théoremes. Les formules suivantes sont vraies pour une séquence x # A et une
séquence y quelconque.

(3) Vkel2..1g(x)]: (k- 1] = x[k].

4 lgx)=1<%x] =A.

) (a)l =A.

(6) Six # A,alors x = {x[1])(x)) = {x[1])) cat (x]).
(7) Six # A,alors (xy)] = (x{)y.

@) ({ahy =y.

La démonstration de ces formules, sauf (7) (Exercice 2.1.11), est donnée en annexe [A].

2.1.11. Exercices

(a) Remplacer les deux formules 2.1.10(1) et 2.1.10(2) par une seule égalité de la
forme x| = ... en utilisant la notation lambda (1.3.17) pour définir la séquence x| .

(b) Démontrer I’égalité de 2.1.10(7) en supposant que x # A. Cette hypothese entraine
xy # A (2.1.9(4)). La démonstration consiste a appliquer la formule 2.1.10(6), d’une part
a x dans le produit xy et d’autre part 2 (xy) elle-méme. En tenant compte de ce que
(xy)[1] = x[1] (2.1.9(1)), on obtient une égalité que 1’on peut simplifier d’apres 2.1.9(6).
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2.2 L’ensemble des séquences sur un ensemble X

2.2.1. Les ensembles W(X) et W, (X)

Une séquence x de longueur n est par définition (2.1.2) une fonction dont le domaine
est ’intervalle [1 .. n] de IN. Etant donné une telle fonction x, si X est un ensemble tel que
I’on ait

Vk e [1..n]:x[k] € X,

alors la séquence x considérée est une application de I’ensemble [1 .. n] dans I’ensemble X
(1.3.14), ce qu’on peut écrire x : [1 .. n] — X. Dans ce cas, on dit que x est une séquence
de longueur n sur I’ensemble X, ou encore une séquence (de longueur n) d’éléments de X.

Définition 1. Etant donné un entiern € IN et un ensemble X, nous désignons par W, (X)
I’ensemble des séquences de longueur n sur X, autrement dit I’ensemble des applications
de [1 .. n] dans X. Par définition, nous avons donc

(D) xeW,(X)& x:[1..n]—> X)
& x est une séquence de longueur n sur X.

Les formules suivantes découlent de cette définition.
(2) Wo(X) = {A}.

3) Wi(X) ={(a)lae X}
Wao(X) = {(a,b)|ac Xethe X).
W3(X) = {(a,b,c)|ac Xethe Xetce X).
etc.

4 n>1=W,(Q) =2.

Démonstration. L’ensemble Wy (X) est I’ensemble des séquences de longueur O sur X.
La formule (2) se justifie par le fait que la séquence A est I’'unique séquence de longueur O.
Cela permet d’affirmer que Wy(X) C {A}. Pour prouver I'implication réciproque, il s’agit
de montrer que pour tout ensemble X, on peut affirmer que A est une séquence sur X. Cela
est vrai parce que A a été définie (2.1.4) comme étant la fonction vide et par suite que, pour
tout ensemble X, ona A : [1 .. 0] — X. Voir [A] pour plus de précisions.

Une des formules (3) est démontrée formellement dans [A]. Nous rappelons seulement
que, d’apres la définition 1 de 1.2.3, la proposition x € {{a))|a € X} est équivalente a
Ja(x = (a)eta € X). De méme, la proposition x € {{a,b)|a € Xeth € X} est
équivalente a EIaEIb(x ={a,b)etac Xethbe X), etc.

Pour la formule (4), il suffit de montrer que les hypothéses n > 1 etx € W, (<) donnent
lieu a une contradiction. Cela provient du fait général qu’il n’existe pas d’application d’un
ensemble non vide, par exemple d’un intervalle [1 .. n] tel que n > 1, dans I’ensemble &.
Voir [A] pour plus de précisions.

Exemple. Soit X = {a, b} un ensemble a deux éléments, que nous supposons distincts
(a#b).0Ona

Wo(X) = {A};

Wi(X) = {{a), (b)};

W2 (X) ={(a,a),(a, b)), (b,a),(b,D)};

Wi(X) ={(a,a,a),(a,a,b),{a,b,a),{a,b,D),(b,a,a),...};

etc.
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Pour tout ensemble X, la famille d’ensembles (W, (X)), < w est une famille d’ensembles
mutuellement disjoints. On entend par 1a que, quels que soient m, n € N, on a

5) m#n= W, (X) NW,(X) = 2.

En effet, la contraposée est immédiate : si W,,, (X)W, (X) # &, alors il existe une séquence
x appartenant a ces deux ensembles, donc telle que 1g(x) = m et Ig(x) = n,d’ ot m = n.

Définition 2. Pour tout ensemble X, on désigne par W(X) la réunion de tous les en-
sembles W, (X) (n € IN). Autrement dit, on pose

6) W) = [ JWa(x).

nelN

Cet ensemble est appelé [’ensemble des séquences sur X, ou I’ensemble des séquences
d’éléments de X. Par définition de la réunion d’une famille d’ensembles (1.3.19), on a
d’apres (6) et (1):

xeWX)< InnelNetx € W, (X))
< dnnelNetx:[1..n] - X).

On en déduit I’équivalence suivante, qui caractérise I’ensemble W(X):
(7) xeWX) & (x est une séquence et Vk € [1 .. Ig(x)] : x[k] € X)

Notation. La lettre W des expressions W(X), W,,(X) est la premiere lettre du mot
anglais « Word » (ou de I’allemand « Wort » ou du néerlandais « Woord », bien entendu),
signifiant « mot ». Une séquence sur un ensemble X est en effet appelée aussi un mot sur X,
par analogie avec les mots au sens usuel, considérés comme des séquences de lettres.

2.2.2. L’ordre noethérien standard dans W(X)

Pour tout ensemble X, nous allons définir une relation d’ordre noethérienne R dans
I’ensemble W(X) que nous appellerons [’ordre noethérien standard dans cet ensemble.
Dans la suite, lorsque nous écrirons x < y pour deux séquences x, y sur un ensemble X,
il s’agira toujours, sauf indication contraire, de la relation d’ordre standard que nous allons
définir.

Définition. Etant donné un ensemble X, la relation d’ordre standard R dans W(X) est
I’ensemble des couples (x, y) de séquences sur X tels que

x =y ou lg(x) <lg(y).
Par définition, on a donc, quels que soient x, y € W(X):

xRy & (x,y) €R

1
ey & (x =youlgx) <lgy).

C’est un simple exercice de logique propositionnelle [A] que de démontrer la réflexivité, la
transitivité et I’antisymétrie de R, a savoir, pour des séquences quelconques x, y, z sur X,
les formules:

XRx
(xRyetyRz) => xRz
(xRyetyRx) = x =Y.

Puisque R est une relation d’ordre dans W(X), on peut écrire x <, y aulieude x R y, ou
simplement x < y lorsqu’on sait de quelle relation d’ordre R il s’ agit. La proposition x <, y
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équivaut par définition a (x <, yetx # y),donc a ((x = y ou Ig(x) < lg(y)) etx # y),
d’ou, en bonne logique:

2 x <,y & lgx) <lgly).

Exemple. La figure 2.1 représente partiellement la relation d’ordre standard dans
I’ensemble W(X), pour un ensemble X = {a, b} composé de deux éléments a, b sup-
posé distincts. Les « étages » de ce diagramme sont les ensembles Wy (X), W;(X), Wa(X),
etc. Chaque élément de I’ensemble W, 1(X) a pour prédécesseurs immédiats, suivant cet
ordre, tous les éléments de I’ensemble W, (X). On a illustré ceci par les arcs (ascendants)
reliants les séquences {a,a,a ), {a,a ), {a})) aleur prédécesseurs immédiats.

Cet exemple montre bien que I’ordre standard R dans I’ensemble W(X) n’est pas un
ordre total lorsque I’ensemble X posseéde au moins deux éléments distincts. Deux séquences
x, y distinctes mais de méme longueur, comme parexemple x = {(a,a,a)ety = {(a,a, b))
(a # b), ne sont pas comparables: on a non(x < youy < x).

(a,a,a) (a,a,b) (a,b,a) {a,b,b) (b,a,a)
(a,a) {a,b) (b,a) (b, b)
(a) (o) Figure 2.1
L’ordre noethérien R standard dans W(X)
pour X = {a, b, c} partiellement représenté.

Six,y € W(X),onax <, y, par définition,
A si et seulement si 1g(x) < lg(y).

La formule (2) montre immédiatement que la relation R est une relation d’ordre
noethérienne dans W(X), d’apres le critere (théoreme) de 1.4.7, a savoir qu’il n’existe
pas de suite (x,),mw de séquences sur X strictement décroissante suivant R, c’est-a-dire
telle que I’on ait

VnelN: x,41 <, X,

La séquence A est le plus petit élément de I’ensemble W(X) suivant la relation d’ordre
R (1.4.4), en ce sens que I’on a

3) Vxe WX): A<,x

Nous désignons d’habitude par S, I’ensemble des minorants stricts d’un élément x d’un
ensemble ordonné E (1.4.5), c’est-a-dire I’ensemble des éléments y de E tels que y < x.
Les éléments minimaux de E sont par définition les éléments x tels que S, = & (1.4.6).
Dans le cas de ’ensemble £ = W(X) muni de 1’ordre standard R, S, est ’ensemble des
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séquences y sur X telles que lg(y) < Ig(x). La séquence A est 'unique élément minimal
de W(X). Autrement dit I’on a, quel que soit x € W(X):

“) S, =@ < x=A.

Applications. 1’ ordre noethérien standard dans I’ensemble W(X) (pour un ensemble
X quelconque) sera la base de la plupart de nos démonstrations par récurrence de théoremes
de la forme
Vx e W(X) : P(x),

exprimant que toute séquence x sur X vérifie une certaine proposition P (x). Nous revien-
drons sur cette méthode de démonstration a 1’occasion du premier exemple (2.2.4).
L’ordre noethérien standard dans W(X) sera aussi la base de toutes les définitions par
récurrence de fonctions de domaine W(X). Un premier exemple est donné au §2.2.3.
Au lieu de «récurrence suivant 1’ordre noethérien standard » dans W(X), on parle
aussi de démonstrations et de définitions de fonctions par récurrence sur la longueur des
séquences.

2.2.3. La fonction de renversement des séquences sur X

Nous donnons ici un exemple de fonction de domaine W(X), ot X est un ensemble
quelconque, définie par récurrence suivant I’ordre noethérien standard dans W(X). 1l s’agit
d’une fonction p qui est une application de I’ensemble W(X) dans lui-mé&me. Cette fonction
o W(X) - W(X) est appelée la fonction de renversement des séquences sur X. Par
exemple, si a, b, c sont des éléments de X, on aura:

p({a, b)) ={(b,a);
p({a,b,c)) ={c,b,a);
p({a)) ={(a);
p(N) = A

Ces exemples suggerent de prendre la proposition suivante comme définition de cette fonc-
tion par récurrence sur la longueur des séquences:

A six = A;
p(xl) cat {x[1])) six # A.

Application du principe de définition par récurrence noethérienne. 1l est facile de
montrer, d’apres le principe général de définition de fonction par récurrence noethérienne
(1.5.7), qu’il existe une fonction p de domaine W(X) et une seule vérifiant (1). C’est ce que
nous allons faire.

Tout d’abord, en vertu de 2.2.2(4), on peut récrire (1) sous la forme

(D Vx e W(X): pkx)= {

A siS, =
p(xl) cat {x[1]) si S, #D.

Ensuite, au lieu de p(xJ), a droite de I’égalité (2), on peut écrire pis (x| ), ol pis, est la
restriction de la fonction p a I’ensemble S, (1.3.21). En effet, pour toute séquence x # A
sur X,onax| € S, etparsuite F'(x]) = Fs (x|) pour toute fonction F de domaine W(X).
Donc la proposition (1) peut se mettre sous la forme équivalente :

. A si S, =
) VreWX): pl)= {m (r)) cat (x[11)  si Sy # .

Cette proposition est de la forme décrite dans le principe de définition par récurrence
noethérienne (1.5.7). Les variables F et E du §1.5.7 sont remplacées ici par p et W(X). Le

2) Vx e WX): pkx)= {
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terme T, est A. Le terme T, est p(xJ) cat {x[1])). On a dans (3) le terme (p;s, |p)T>. La
variable p ne figure pas librement dans T;. Le terme pjs, est librement substituable a p dans
T,.

2.2.4. Démonstrations par récurrence noethérienne dans W(X). Exemple

Pour un ensemble X quelconque, nous allons démontrer par récurrence noethérienne
dans W(X) muni de I’ordre standard (2.2.2) — on dit aussi par récurrence sur la longueur des
séquences sur X —une propriété de la fonction p : W(X) — W(X), dite de renversement
des séquences sur X (2.2.3). Cette propriété est la suivante: pour deux séquences x, y
quelconques sur X, on a

ey p(x cat y) = p(y) cat p(x).

Cette propriété est intuitivement évidente. Nous voulons montrer qu’elle découle de la
définition de la fonction p (2.2.3(1)). Dans une démonstration par récurrence dans W(X),
il s’agit toujours de démontrer une proposition de la forme

Vx €e W(X): P(x),

exprimant que toute séquence x sur X vérifie une certaine proposition P(x). Un tel
théoréme commence toujours par un quantificateur universel Vx € W(X), et I’on parle plus
précisément de le démontrer par récurrence sur x. Bien entendu, a la place de x, ce peut
étre une autre variable. Dans notre exemple, nous allons prendre pour P (x) la proposition
(1) et démontrer

2) Vx € W(X) : p(x cat y) = p(y) cat p(x)

P(x)

sous I’hypothese que y est une séquence quelconque mais fixe sur X. De fagcon précise, le
plan de cette démonstration sera le suivant:

y € W(X) hyp

Démonstration par récurrence sur x
(le contenu de ce cadre est présenté dans la fig. 2.2)

‘.v’x e W(X) : P(x)

y e W(X) = (Vx € W(X) : P(x))
Vy[y € W(X) = (Vx € W(X) : P(x)) ]

ce qui s’abrege:
Vy € W(X) : (Vx € W(X) : P(x)).

La proposition finale de cette démonstration, dont on peut permuter si I’on veut les quan-
tificateurs typés (Vy € W(X)), (Vx € W(X)), est bien le théoreme qu’il fallait démontrer,
a savoir que (1) est vraie quels que soient x, y € W(X).

Les trois dernieres lignes de cette démonstration sont triviales et généralement omises. La
partie a laquelle nous nous intéressons est le cadre intérieur, contenant la démonstration par
récurrence a proprement parler. Le contenu de ce cadre, sauf I’hypothese initiale y € W(X),
est présenté dans la figure 2.2.
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x € W(X) hyp
x=A hyp
p(xy) = p(Ay)
= p(y) A neutre pour la concaténation
=p(MA
=p()p(A) définition de p (2.2.3(1))
= p(y)p(x)
8° pxy) = p(y)p(x)
P(x)
xF#AetVze S, :py)=pH»)pek) hypothese de récurrence
P(2)
pxy) = p((xy) L) (xy)[11) définition de p (2.2.3(1)), xy # A
= p((x)y)(x[11) 2.1.10(7)
=p@Mpex){x[1]) hypothese de récurrence, x| € S,
=p()px) définition de p
14° pxy) = p(y)p(x)
P(x)
p(xy)=p(y)pk) 8°, 14°, principe de récurrence.
P(x)
Vx € W(X) : p(xy) = p(y)p(x).
P(x)
Figure 2.2

Démonstration de (2) par récurrence sur la longueur des séquences
ou récurrence noethérienne dans W(X) (cf. figure 1.7, §1.5.5).

Plan de démonstration général. 1e plan général d’une démonstration par récurrence
sur la longueur des séquences (ou récurrence noethérienne) dans W(X) peut se résumer par
les directives suivantes:

Pour démontrer une proposition de la forme Vx € W(X) : P(x) sous des hypotheses I"
dans lesquelles x ne figure pas librement, on démontre P (x), pour une séquence x € W(X):

(a) sous I’hypothése x = A;
(b) sous I’hypothese (dite de récurrence) x # AetVz € S, : P(2),

ou S, désigne I’ensemble des séquences z € W(X) telles que Ig(z) < Ig(x).

2.2.5. Exercice

Soient X un ensemble et a un élément de X.

(a) Définir parrécurrence sur lalongueur des séquences lafonction F : W(X) — W(X)
qui « supprime les occurrences de a » dans toute séquence x sur X. Par exemple, si b et ¢
sont des éléments de X distincts de a, on doit avoir F ({ b, a,a,b,c,a ) = (b, b, ¢ ). Pour
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une séquence x dans laquelle il n’y a pas d’occcurrence de a, on doit avoir F(x) = x. Au
moyen du principe de définition par récurrence noethérienne (1.5.7), prouver 1’existence et
I’unicité d’une fonction F' de domaine W(X) vérifiant I’équation de récurrence prise comme
définition.

(b) Montrer par récurrence sur la longueur des séquences que, quelles que soient les
séquences x, y € W(X),ona

F(x cat y) = F(x) cat F(y).

Plus précisément, démontrer Vx € W(X) : F(x cat y) = F(x) cat F(y) par récurrence
sur x, pour une séquence y fixe quelconque (cf. 2.2.4).

(c) Définir par récurrence sur la longueur des séquences la fonction N, : W(X) — N
qui retourne, pour chaque séquence x € W(X), le nombre d’occurrences de a dans X.

(d) Montrer par récurrence sur la longueur des séquences que la fonction F de
« suppression de a » satisfait a la condition suivante:

Vx € W(X) : N,(F(x)) =0.

2.2.6. Exercice

Soit X un ensemble.

(a) Définir par récurrence sur la longueur des séquences sur X lafonction F : W(X) —
W(X) qui supprime toutes les répétitions consécutives d’éléments dans les séquences. Par
exemple, si a, b, ¢ sont des éléments distincts de X, on doit avoir:

F{b,b,b,a,c,c,b,a,a,a)) ={b,a,c,b,a).

(b) Au moyen du principe de définition par récurrence noethérienne (1.5.7), prouver
I’existence et I’unicité d’une fonction F' de domaine W(X) vérifiant I’équation de récurrence
prise comme définition.

(c) Démontrer, par récurrence sur la longueur des séquences, que pour toute séquence
non vide x € W(X),ona (F(x))[1] = x[1].

2.2.7. Démonstrations par induction structurelle dans W(X)

Pour démontrer que toute séquence x sur un ensemble X vérifie une certaine proposition
P(x), on peut procéder par récurrence noethérienne (ou récurrence sur la longueur des
séquences) dans W(X) (figure 2.2). Nous présentons ici une autre méthode dite par induction
structurelle dans W(X). Nous dirons plus loin ce que ces mots signifient. La méthode repose
sur le schéma de déduction suivant.

Schéma de déduction. Pour qu’une proposition de la forme
Vx €e W(X): P(x)

soit vraie dans un contexte, il suffit que les trois propositions suivantes soient vraies:

(1 P(A);
(2) Vae X :P({a));
3) Vx e W(X):Vy e WX): (P(x)et P(y)) = P(xcat y).

Démonstration. Pour justifier ce schéma, nous allons montrer que si les trois proposi-
tions en question sont vraies, alors on peut démontrer Vx € W(X) : P(x) par récurrence sur
la longueur des séquences. Prenons en effet ces trois propositions comme base. Nous nous
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référons au plan de démonstration de la figure 2.2. Sous I’hypotheése x = A, on a P(x) en
vertu de (1). Sous I’hypothese de récurrence

x#AetVz e S, : P(2),

on démontre P (x) par disjonction des cas lg(x) = 1, 1g(x) £ 1. Dans le premier cas on a
P (x) en vertu de (2). Dans le deuxieéme cas, on a Ig(x) > 2 donc

{x[1]) € Sy etx] € Sy.

En vertu de I’hypothese de récurrence, on a donc P({x[1]))) et P(x]). Comme x =
{x[1]) cat x{,ona P(x) en vertu de (3).

Ce que signifie «induction structurelle ». Dans une démonstration par récurrence
noethérienne dans W(X), on considere cet ensemble comme étant muni d’une certaine
relation d’ordre. Dans le schéma de déduction énoncé ci-dessus, ce n’est pas la relation
d’ordre en question qui intervient, mais ce sont:

(a) certains éléments particuliers de I’ensemble W (X), a savoir toutes les séquences
sur X de longueur O ou 1;

(b) D'opération de concaténation dans W(X), une «loi» qui, a chaque couple (x, y)
d’éléments de cet ensemble, fait correspondre un élément (xy) du méme ensemble.

Lorsqu’on munit un ensemble E soit d’une relation d’ordre, soit d’une opération comme
dans (b), soit d’éléments particuliers comme dans (a), soit d’autres choses encore, on dit
que I’on munit ’ensemble E d’une certaine structure. Muni d’une structure, E n’est pas
seulement un « amas » d’objets, mais un ensemble d’objets dans lequel on considere des
relations entre éléments, des opérations sur ces éléments, des éléments distingués, des sous-
ensembles particuliers, etc.

On peut munir un ensemble E de différentes especes de structure. Une relation d’ordre
en est une. Une donnée telle que (a) et (b) en est une autre, que I’on qualifie d’algébrique.
Le terme induction structurelle, dans le titre de ce paragraphe, est en fait incomplet, car il
sous-entend que la structure considérée n’est pas celle d’ordre mais celle qui est constituée
par (a) et (b). Le terme complet serait induction structurelle dans le monoide W(X) (2.3).

Le genre de structure que 1’on considere dans un ensemble E lorsqu’on parle d’induction
structurelle dans E se compose toujours de données du type (a), c’est-a-dire d’éléments
particuliers de E, et du type (b), c’est-a-dire d’opérations dans E. Ces données doivent
avoir la propriété essentielle suivante: on doit pouvoir engendrer tout élément de E a partir
d’éléments du sous-ensemble (a), en effectuant un nombre fini d’opérations (b). Dans le cas
de I’ensemble W(X), toute séquence x € W(X) peut s’obtenir en prenant des séquences de
longueur O ou 1 et en effectuant un nombre fini de produits (concaténations).

Les propositions (1) et (2) expriment que tous les objets du sous-ensemble (a) ont la
propriété P. La proposition (3) exprime que 1’opération (b) conserve la propriété P, en ce
sens que si on I’applique a des objets qui vérifient P, on obtient un objet qui vérifie P.
Comme tout élément de ’ensemble £ = W(X) peut étre obtenu a partir d’objets (a) par des
opérations (b), tout élément de E vérifie P. C’est cette déduction qu’exprime le schéma de
ce paragraphe. C’est aussi le méme genre de déduction qu’exprimeront d’autres « schémas
d’induction structurelle », dans d’autres espéces d’ensembles que nous verrons plus loin.

2.2.8. Exemple

Nous considérons la fonction F : W(X) — W(X) de I’exercice 2.2.5, qui « supprime les
occurrences de a » dans les séquences sur X, X étant un ensemble quelconque et a un
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élément de X. Nous nous référons a la solution de cet exercice 7, dans laquelle F est définie
par récurrence sur la longueur des séquences en posant, pour tout x € W(X):

A six = A;
F(x)=1 F(x]) six # Aetx[l] =a;
{x[1]) cat F(x}) six# Aetx[l]#a.

Nous basant sur cette définition, nous allons démontrer
Vx e W(X): F(F(x))=F(x).
P(x)

par induction structurelle dans W(X) (2.2.7).

(1) Démonstration de P(A).
Par définition de F,ona F(A) = A, donc F(F(A)) = F(A).

(2) Démonstrationde Vb € X : P({b ).

Soit b un élément quelconque de X. Nous démontrons P ({ b)) par disjonction des cas
b=a,b#a.

Dans le premier cas,ona F({b))) = F({b){) puisque { b )[1] = a,donc F({b))) =
F(A) = Aetparsuite F(F({b))) = F(A) = F({b})).

Dans le deuxiéme cas,ona F({b))) = (b)) cat F({b)|) puisque { b )[1] # a, donc
F({b)) = (b)) cat A = (b)) etparsuite F(F({b))) = F((b)).

(3) Démonstration de (P(x) et P(y)) = P(x cat y)
pour des séquences x, y € W(X) quelconques.
Supposons que F(F(x)) = F(x) et F(F(y)) = F(y). 1l s’agit d’en déduire

F(F(x cat y)) = F(x cat y).

Pour celanous utilisons la formule F (x cat y) = F(x) cat F(y),démontrée dans I’exercice
2.2.5, vraie quelles que soient x, y € W(X). D’apres cette formule et en vertu de notre
hypothese, nous avons:

F(F(x cat y)) = F(F(x) cat F(y))
= F(F(x)) cat F(F(y))
= F(x) cat F(y)
= F(x cat y).

2.3 Le monoide W(X)

2.3.1. Homomorphismes du monoide W(X) dans un monoide M

Soit X un ensemble quelconque. L’ensemble W(X) des séquences sur X, muni de
I’opération de concaténation (associative) et de la séquence A (neutre pour cette opération),
autrement dit le triplet (W(X), cat, A), est un monoide (1.6), le monoide des séquences sur
X. Considérons ce monoide et un deuxieme monoide (M, *, e) quelconque, qui peut étre
en particulier le monoide (W(X), cat, A) lui-méme. Une fonction F : W(X) — M est par
définition (1.6.9) un homorphisme du monoide (W(X), cat, A) dans le monoide (M, x*, e)
sil’ona
(1) FA) =e;
(2) Quelles que soient les séquences x, y € W(X): F(x cat y) = F(x) x F(y).
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Nous avons vu au §1.6.9 I’exemple de la fonction « longueur » F : W(X) — N (F(x) =
Ig(x)) qui est un homomorphisme du monoide (W(X), cat, A) dans le monoide (IN, +, 0).

Le théoreme suivant fournit une caractérisation des homomorphismes du monoide
(W(X), cat, A) dans un monoide (M, *, e) quelconque, dans laquelle la condition (2) est
en quelque sorte simplifiée. Ce critere permet souvent de reconnaitre immédiatement qu’une
fonction donnée F : W(X) — M, définie par récurrence, est un homomorphisme, donc
qu’elle vérifie la condition (2).

Théoreme. Soient X un ensemble et (M, *, ¢) un monoide. Pour qu’une fonction F :
W(X) — M soit un homomorphisme du monoide (W(X), cat, A) dans (M, %, e), il faut
et il suffit que, pour tout tout x € W(X), on ait

six = A;

e
) P = { F((x[11)) * F(xrl) six # A,

Démonstration : voir [A].

2.3.2. Exercice

On considere la fonction F' : W(X) — W(X) de I’exercice 2.2.6, qui « supprime toutes
les répétitions consécutives d’éléments » dans les séquences. On suppose X # &. Montrer
que cette fonction n’est pas un homomorphisme du monoide (W(X), cat, A) dans lui-méme.
Définir une autre opération de concaténation cat’ dans W(X), telle que (W(X), cat’, A)
soit un monoide et F soit un homomorphisme de (W(X), cat, A) dans (W(X), cat’, A).
Démontrer cette propriété de F en utilisant la définition de I’opération cat’, le théoreme du
§2.3.1 appliqué au monoide (M, %, ¢) = (W(X), cat’, A) et la propriété de F démontrée
dans I’exercice 2.2.6: (F(x))[1] = x[1] pour toute séquence x # A.

2.3.3. L’homomorphisme w; : W(X) — W(Y) associé a une fonction f : X — Y

Soit f une application d’un ensemble X dans un ensemble Y. Six = (x[1], ..., x[n])
est une séquence sur X, chacun des x[i] appartient a2 X et son image f(x[i]) appartienta Y.
On peut donc associer a toute séquence x = {x[1], ..., x[n])) € W(X) la séquence y =
(f&x1D, ..., f(x[n]D ) € W) que I’on peut considérer comme étant la « traduction »
dans W(Y) de la séquence x au moyen de la fonction f. En fait, la séquence y est I'image
de la séquence x par une nouvelle fonction

wr : W(X) — W(Y),
associée a f. Cette fonction w; peut étre définie en posant
A six = A;
( F(x[1]) ) cat we(xl) six # A.

Cette définition entraine que wy({a))) = ( f(a))) pour tout a € X. Par suite, pour
toute séquence x # A sur X, ona wr(x) = wy({ x[1]))) cat wy(x]). On en déduit, d’apres
le théoréme de 2.3.1, que wy est un homomorphisme du monoide (W(X), cat, A) dans le
monoide (W(Y), cat, A).

(1) Vi e WX): wp(x) = {

2.3.4. L’homomorphisme evaly, : W(M) — M d’un monoide M
Exemple. Considérons le monoide multiplicatif (IN, *, 1), ol nous utilisons le signe *
comme signe d’opération pour la multiplication usuelle dans IN. Nous considérons d’autre
part le monoide (W(IN), cat, A) des séquences d’entiers naturels. A toute séquence de
nombres
x = {x[1],...,x[n]) € W),
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on peut associer le nombre
x[1]*x[2] *---xx[n] € N

qui est le produit (multiplication usuelle) des nombres x[i]. On définit de cette maniere une
application de I’ensemble W(IN) dans I’ensemble IN. Pour préciser cette application, nous
convenons que 1’image de la séquence vide A € W(IN) sera le nombre 1 € I (°). Cette
application de W(IN) dans IN est appelée la fonction d’évaluation des séquences d’éléments
du monoide multiplicatif IN. On « évalue » une séquence d’éléments de N en faisant le
produit de ses éléments. Cette fonction est notée

evaly : WIN) — NN.

Elle possede la propriété suivante, qui peut &tre prise comme étant sa définition par
récurrence. Pour tout séquence x € W(IN):

1 six = A;
(1) €V(ll]N(x) = {x[l] * eval]N(x\L) Six 75 A.

La notation evaly pour cette fonction est en fait ambigu&, car au lieu du monoide
multiplicatif (IN, %, 1) nous aurions pu considérer le monoide additif (IN, 4, 0) et alors
I’évaluation d’une séquence d’entiers { x[1], ..., x[n] ) serait la somme x[1] + - -- + x[n]
et I’évaluation de la séquence vide serait le nombre 0. Pour lever toute ambiguité, on devrait
indicer le mot eval avec le triplet (IN, *, 1) ou le triplet (IN, +, 0), afin de distinguer les deux

fonctions
evalm 1) : WIN) — N,
evalm +.0) : WIN) — IN.

Nous allons maintenant généraliser cette notion pour un monoide (M, *, e) quelconque
et le monoide W(M) des séquences d’éléments de M, c’est-a-dire définir la fonction
evaly ey : W(M) — M. Pour alléger I’écriture, nous la noterons simplement evaly.

Définition. Soit (M, *, ¢) un monoide. On définit la fonction
evaly - WM) - M
en posant, pour toute séquence x € W(M):
e six = A;
2) evaly (x) = {x[l] s evaly (x)) six # A.

[ Le principe de définition par récurrence noethérienne (§1.5.7), appliqué dans I’ensem-
ble W(M) muni de I’ordre noethérien standard (2.2.2), permet de reconnaitre facilement
I’existence et I’unicité d’une fonction evaly; de domaine W(M) vérifiant (2). |

Les formules suivantes découlent de (2).
3B) VaeM: evaly({a)) =a.
@) Vx,yeWM): evaly(x cat y) = evaly(x) x evaly (y).

En vertu de I’égalité evaly (A) = e tirée de (2) et de la formule (4), la fonction evaly,
est un homorphisme du monoide (W(M), cat, A) dans le monoide (M, %, e).

> Si le lecteur est surpris par cette convention, nous lui rappelons que pour tout nombre x,
onax? = 1etque x" (pour n € IN) peut &tre vu comme le produit de n facteurs égaux
a x. Selon cette vision, un produit de zéro facteurs est égal a 1.
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Démonstration. Pour (3) il suffit d’appliquer la formule (2) a la séquence { a ) pour un
aeM:

evaly ({a)) = (a )11 *evaly({a))
= a * evaly (A) 2.1.6(1), 2.1.10(5)
=ax*xe=da.

En vertu de (3), on déduit de (2) que pour toute séquence x € W(M), on a

e six = A;
evaly (( x[1]1) x evaly(x]) six # A.

Le théoréme du §2.3.1 permet d’en déduire que la fonction evaly, est un homomorphisme
du monoide (W(M), cat, A) dans (M, %, e). D’ou (4).

evaly(x) = {

2.3.5. Exemple. Evaluation de séquences de séquences

Ce qui vient d’étre dit (2.3.4) sur la fonction evaly; : W(M) — M associée a un monoide
quelconque (M, *, e) peut s’appliquer naturellement en prenant pour (M, *, ) le monoide
(W(X), cat, A) des séquences sur un ensemble X. La fonction

evalyy) : WW(X)) = W(X)

a pour domaine 1I’ensemble W(W(X)), a savoir I’ensemble des séquences de séquences sur
X. Par exemple, si a, b, ¢ sont des éléments de X, la séquence

6] x=({a,b), A (b,c,c),{a)).

est une séquence de séquences sur X. Elle appartient a I’ensemble W(W(X)) et plus
précisément a W4(W(X)), avec

x[1]=(a,b), x[2]1=A, x[3]={(b,c.c), x[4]=(a).

On peut écrire, en particulier: (x[1])[1] = a, (x[1])[2] = b. De facon générale, dans une
séquence
x = {x[1], ..., x[n]) € W(W(X)),

chaque x[i] est lui-méme une séquence sur X, x[i] € W(X), et ’on peut former la conca-
ténation des x[i]:

evalwx)(x) = x[1] cat --- cat x[n].
Par exemple, pour la séquence (1), on a

evalwx)(x) = x[1] cat x[2] cat x[3] cat x[4]
={a,b) cat Acat{b,c,c) cat{a))
={a,b,b,c,c,a)).

Les formules (2), (3), (4) du §2.3.4 prennent dans ce cas particulier la forme suivante:
(2) Pour toute séquence x € W(W(X)):

six = A;

; A
evaly) (x) = x[1] cat evalwx)(x]) six # A.

3) YueWX): evalwix)({u)) =u.

@) Vx,y e WW(X)): evalwx)(x cat y) = evalwx)(x) cat evalwx)(y).
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2.3.6. Notation
Six = (x[1],...,x[n]) est une séquence d’éléments d’'un monoide (M, *, e), la
séquence evaly (x) = x[1] * - -- % x[n] est notée souvent

evaly (x) = |3k | x[i]

iell..n]

x[i].

ou encore evaly(x) =

n
1=

1

Avec cette notation, la formule 2.3.4(2) s’écrit

e silg(x) = 0;
o lg(x)—1
K= ci1ys [ 5l 41 silgoo) 0.

i=1
i=1

lg(x)

A la place du signe >k | on emploie dans chaque cas particulier de monoide M un signe

spécial correspondant a celui qui est utilisé pour 1’opération binaire de M. Pour un monoide
additif (+) c’est naturellement le signe » . Pour un monoide multiplicatif (-), le signe [[.
Dans le cas ou (M, %, e) est le monoide (W(X), cat, A) (2.3.5), on peut écrire, pour une
séquence x € W(W(X)) de longueur n:

evalwx,(x) = CAT x[i].
i=1

2.3.7. Evaluation d’une séquence constante

Une séquence x de longueur n étant par définition une fonction de domaine [1 .. n]
(2.1.2), elle est dite constante si elle est constante en tant que fonction (1.3.16). Cela signifie
que x est de la forme

avec x = A sin = 0. Si a est élément d’un monoide (M, *, ¢), on a

(D) evaly(x) =a*---%a =it,(n) (1.6.5).
—_——

En utilisant la notation lambda des fonctions (1.3.17), la séquence constante x peut étre
représentée par I’expression (Ak € [1 .. n] : a). L’énoncé précis et complet de la propriété
(1) est donc le théoréme suivant.

Théoréeme. Soient (M, %, ¢) un monoide et a € M. Pour tout entier n € IN, on a
2) it,(n) = evaly ((Ak ell..n]: a)).
2.3.8. Exercice

Démontrer la formule 2.3.7(2) par récurrence naturelle sur 7, en utilisant les définitions
récursives des fonctions it, (1.6.5) et evaly, (2.3.4). Pour abréger, on posera

sp(a) =k e[l..n]:a)

et I’on utilisera les propriétés suivantes: sop(a) = A et sin # 0, alors (s,(a))[1] = a et

(sn(@) = sp—1(a).
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2.3.9. Produit de composition d’une séquence de relations

Nous considérons dans ce paragraphe le monoide R(E) des relations dans un ensemble
E (1.6.3). L’élément neutre de ce monoide est la relation identique Idg. L’opération du
monoide est le produit de composition

(D) RS=S8SoR={(a,b)|Ix(aRx et xSb)}.
L’image d’une séquence de relations dans E, c’est-a-dire d’une séquence
R =(R[1],..., R[n]) € W(R(E)),

ou chaque R[i] est une relation dans E, par la fonction evalg gy : W(R(E)) — R(E) est
le produit de composition des relations R[1], ..., R[n] dans cet ordre:

evalg ) (R) = R[1]--- R[n] = [ | RIil.
i=1

avec evalgr g)(R) = Idg (élément neutre de R(E))sin = 0.
Plus précisément, la fonction evalrg) est définie par récurrence, conformément a
2.3.4(2), par la formule

IdE siR = A;

(2 VReW(R(E)): evalgu (R) = { RU1] - evalrs (RL) SiR 2 A,

Le produit R[1] - evalrg)(R]) est un produit de composition de relations.

Le but principal de ce paragraphe est de présenter le théoréme qui caractérise la relation
evalgrg)(R) en tant qu’ensemble de couples. Ce théoreme sera donné sans démonstration.
Pour faciliter sa compréhension et le rendre intuitivement évident, nous 1’introduisons par
un exemple.

Exemple. Considérons une séquence de relations dans E, de longueur 3 pour fixer les
idées, R = ( R[1], R[2], R[3])). La définition du produit de composition (1) permet de
montrer facilement qu’'un couple (a, b) appartient a la relation composée R[1]R[2]R[3],
autrement dit a la relation evalg g)(R), si et seulement s’il existe des éléments u et u’ de E
tels que I’on ait

(a,u) € R[1];  (u,u’) € R[2]; (u',D) € R[3].
Pour de tels éléments u, u’ de E, la séquence
x={a,u,u’,b)
a les propriétés suivantes:

lg(x) =4=1g(R) + 1;

x[1] = a;

x[4] = x[1g(x)] = b;

(x[1], x[2]) € R[1] et (x[2], x[3]) € R[2] et (x[3], x[4]) € R[3].

La derniere de ces propriétés peut s’exprimer aussi
Vk € [1..1g(R)] : (x[k], x[k + 1]) € R[k].

Inversement, s’il existe une séquence x € W(E) avec ces quatre propriétés, on peut en
déduire que le couple (a, b) appartient a la relation R[1]R[2]R[3]. Le théoréme qui suit est
la généralisation de cet exemple pour une séquence R de longueur quelconque.



58 Chap. 2. Séquences

2.3.10. Théoreme
Soient E un ensemble, n € Wet R = ( R[1], ..., R[n])) une séquence de relations dans E.

Pour que
n

(a.b) € [ Rli] = evalg(e)(R),
i=1

il faut et il suffit qu’il existe une séquence d’éléments de E de longueur n + 1
x = (x[1], ..., x[n+11)
telle que:

x[1] = a;
(M x[n+ 1] = b;
Vk € [1..n]: (x[k], x[k + 1]) € R[k].
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Chapitre 3 Langages

3.1 Langages, produits, réunions

3.1.1. Alphabets

Un alphabet est un ensemble de symboles. Ceci n’est pas une définition mathématique,
parce que le concept de « symbole » n’est pas un concept mathématique. Théoriquement,
n’importe quel ensemble X peut étre appelé un « alphabet », et I’on peut convenir d’appeler
«symboles » les éléments de X. On utilise cette terminologie lorsqu’on s’intéresse aux
séquences d’éléments de X sans s’intéresser a la nature particuliere de ces éléments, ni a
leur structure interne s’ils en ont une, ni aux propriétés qui découlent de cette structure.
On ne fait que se servir des éléments de X pour former des séquences, que 1’on appelle
alors souvent des mots sur X. L’ensemble X est donc pris simplement comme répertoire de
«lettres » pour composer des mots. On utilise souvent, dans ce cas, la notation

x[1]x[2] - - - x[n]

pour une séquence x = {(x[1], x[2],..., x[n])) de longueur n sur X. Par exemple, si a,
b, ¢ sont des éléments de X, on écrit baabbc au lieu de (b, a, a, b, b, ¢ )). La séquence
élémentaire ( a)) est notée alors a. Cette notation abusive est couramment utilisée.

3.1.2. Langages

On appelle langage sur un alphabet X (ou simplement sur un ensemble X) toute partie
(ou sous-ensemble) de I’ensemble W(X), celui-ci étant I’ensemble des séquences (ou mots)
sur X (2.2.1). Autrement dit, par définition:

L estun langage sur X & L C W(X)
& L e P(W(X)).

On rappelle que P(E) désigne I’ensemble des parties d’un ensemble E, a savoir que
A € P(E) équivauta A C E.

Exemple 1. 1’ensemble I est un langage sur X, puisque & C W(X).

Exemple 2. 1.ensemble W(X) lui-méme est un langage sur X, puisque W(X) C W(X).
Les langages & et W(X) sont respectivement le plus petit et le plus grand langage sur X, en
ce sens que, pour tout langage L sur X,ona @ C L € W(X).

Exemple 3. L'ensemble {A} est un langage sur X, car on a {A} = Wy(X) C W(X)
(2.2.1). Nous appellerons I’ensemble {A} le langage neutre sur X, car nous définirons plus
loin une opération de produit de langages pour laquelle ce langage est effectivement neutre.
Il ne faut pas confondre ce langage {A} avec le langage & (Exemple 1). On a {A} # O,
puisque A € {A} (théorie des ensembles).

Exemple 4. Si a est un élément quelconque de X, I’ensemble {{ a ))} est un langage
sur X. Nous dirons qu’un tel langage est un langage élémentaire sur X. Il se compose d’un
seul mot, celui-ci étant une séquence élémentaire (2.1.6) sur X. Il faut bien distinguer les
trois objets

aeX, (a) e W(X), {{a)} C W(X).
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C’est néanmoins un abus de notation fréquent que de désigner les trois objets par a. Le
contexte indique lequel des trois est désigné ainsi.

Exemple 5. Pour tout n € I, I’ensemble des mots de longueur n sur X, noté W, (X)
(2.2.1), est évidemment un langage sur X. Nous avons vu (2.2.1(6)) que I’ensemble W(X)
est la réunion des langages de cette forme sur X.

Exemple 6. 1 ensemble

L={JWu)

nelN

est une réunion de langages sur X, donc un langage sur X. Ce langage L est I’ensemble
des mots de longueur paire sur X. En effet, par définition de la réunion d’une famille
d’ensembles, on a pour ce langage L:

xeL & 3dnmelNetx € Wy, (X))
& dn(n € Netx € W(X) et 1g(x) = 2n)
& x e W(X)etdn(n € Net lg(x) = 2n)
& x est une séquence de longueur paire sur X.

Exemple 7. Pour toute propriété P(x) que I’on peut formuler a propos d’une séquen-
ce x, I’expression {x | x € W(X) et P(x)}, couramment abrégée

{x e WX) | P(x)},

désigne ’ensemble des séquences x sur X qui vérifient la condition P (x). C’est un sous-
ensemble de W(X), donc un langage sur X. Par exemple, si p est la fonction de renversement
des séquences sur X (2.2.3), I’ensemble

{x e W(X) [x = p(x)}

est I’ensemble des séquences sur X qui sont identiques a leur renversée: x = p(x). Une
telle séquence est appelée un palindrome. Dans la langue naturelle, un palindrome est un
mot qui peut se lire indifféremment de gauche a droite ou de droite a gauche, comme les
mots non, elle, radar.

Langages finis et infinis. Un langage fini sur X est un ensemble de séquences sur X qui
ne comporte qu’un nombre fini de séquences. C’est le cas du langage & (zéro séquences),
des langages {A} et {{a))} (a € X) (une seule séquence). Si X est un ensemble fini, le
langage W, (X) pour un n € IN (Exemple 5) est un langage fini (3.1.3). Si X n’est pas vide,
ce qui est le cas en général lorsqu’on parle d’un « alphabet » X, les langages des exemples
2, 6,7 sont des langages infinis sur X. Ils comprennent chacun une infinité de séquences.

3.1.3. Exercice

(a) Soit p le nombre d’éléments d’un ensemble fini X. Exprimer en fonction de p, pour
tout n € N, le nombre d’éléments de I’ensemble W,,(X). Démontrer la formule proposée
par récurrence sur 7.

(b) Exprimer de méme, pour tout n € IN, le nombre de palindromes de longueur n sur
X, c’est-a-dire le nombre d’éléments de I’ensemble {x € W, (X)|x = p(x)}, ou p est la
fonction de renversement des séquences sur X. Ce nombre s’exprime différemment selon
que 7 est pair ou impair. On donnera donc deux formules, valables pour tout n € IN: I'une
pour le nombre de palindromes de longueur 2n sur X; I’autre pour le nombre de palindromes
de longueur 2n + 1 sur X.
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3.1.4. Produit de deux langages
Si A et B sont deux langages sur X, c’est-a-dire si A C W(X) et B C W(X), on pose

(D) AB ={xy|x e Aety € B}
={xcaty|x e Aety € B}.

Autrement dit, AB est ’ensemble des mots sur X formés par concaténation d’un mot du
langage A et d’un mot du langage B. Cet ensemble est un langage sur X, appelé le produit
des langages A, B (dans cet ordre). Par définition, on a la formule

(2) 7€ AB & Ixdy(z=xyetx € Aety € B).

Cette formule se déduit de (1) d’apres la Définition 1 de 1.2.3. La définition du produit
AB de deux ensembles de séquences est de la méme forme générale que celle de la somme
A + B de deux ensembles de nombres donnée comme exemple au §1.2.3 (Exemple 1).

Exemple. Soit X = {a, b} un alphabet a deux éléments distincts. Le produit des lan-
gages finis
A = {ab, baa} = {(a, b)), {b,a,a)}
B = {ab, b} = {{(a,b), (b))}
est le langage AB = {abab, abb, baaab, baab}.

Tournures informelles. La formule (2), pour deux langages A, B sur un alphabet X,
s’exprime souvent de I’une ou I’autre des manieres moins formelles suivantes:

z€AB
& z admet une décomposition z = xy avecx € Aety € B
& z peut s’écrire sous la forme z = xy avecx € Aety € B
& z est la concaténation d’une séquence de A et d’une séquence de B
& z se décompose en une séquence de A et une séquence de B
& z=xyavecx € Aetye B
etc.

Toutes ces tournures sous-entendent les quantificateurs dx, 3y de la formule exacte (2).
Lorsqu’on doit montrer qu’une séquence z appartient a un langage produit AB, il faut
montrer qu’il existe une séquence x € A et une séquence y € B telles que z = xy. Ces
séquences ne sont d’ailleurs pas uniques en général (Exercice 3.1.6).

3.1.5. Théoreme
Si A, B, C sont des langages sur un ensemble X, on a
(1) (xeAetye B)=xye AB.
(2) ABCC & [VaVy:(x€AetyeB)=uxyeC].
(3) Pour toute famille d’ensembles (S;), 45 indicés par les éléments de AB:
Us=U(Us.)
Z€AB X€A yeB

Démonstration. Les formules (1) et (2) sont un cas particulier des théoremes 1 et 2
de 1.2.3 (voir les exemples 2 et 3 de 1.2.3, qui illustrent ces mémes théoremes). Pour la
démonstration de (3), voir [A].

3.1.6. Exercice
Considérons, pour deux langages A, B sur un alphabet X, le produit cartésien A x B,
a savoir ’ensemble des couples de séquences (x, y) tels que x € A et y € B. Considérons
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d’autre par la fonction F de domaine A x B qui, a chaque couple de séquences (x, y) € Ax B
fait correspondre la séquence xy = x cat y. Cette fonction est I’ensemble des couples
(x,y) > xytelsque (x,y) € A X B:

F={(x,y) > xy|(x,y) € AX B}

Le produit AB des deux langages considérés n’est autre que la portée (1.3.11) de cette

fonction:
PrtFF = {F(x,y)|(x,y) € A x B}

={xy|xe€Aetye B} =AB 3.1.4).
Dans I’exemple du §3.1.4, cette fonction F est injective. Autrement dit, il n’y a pas deux
couples de mots (x, y) € A x B, (x/, y') € A x B distincts tels que xy = x’y’. Donner un
exemple de deux langages A, B sur un alphabet a deux éléments X = {a, b} pour lesquels
cette fonction n’est pas injective.

3.1.7. Exercice
Soient X = {a, b} un alphabet avec a # b, et

C = {abbba, baa, aba, babba}.

Donner deux couples distincts (A, B) et (A’, B’) de langages sur X tels que C = AB et
C = A'B’ etla séquence A n’appartient a aucun des langages A, B, A’, B'.

3.1.8. Exercice
Pour quels langages A, pris dans les exemples du §3.1.2, a-t-on AA = A ?

3.1.9. Exercice
Démontrer en utilisant la formule 2.1.9(4) que, pour deux langages A, B quelconques
sur X,ona
Ae€eAB & (A e Aet A € B).

3.1.10. Exercice
Soient A et B des langages sur X, x et y des séquences sur X. Montrer que
JueWX):daeA: x=auetuy € B

xyeAB & | ou
JueWX):dbeB: xueAety =ub

3.1.11. Théoremes

Soient A, B, C des langages sur un ensemble X et (D;); < ; une famille de langages sur
X.Ona:

(1) (AB)C = A(BC) Associativité du produit de langages.
2) A{A}=A et {(AJ A=A Langage neutre {A}.
3) A( U Di> = U(A D;) Distributivité du produit de langages
iel iel par rapport a la réunion.
(U D,~)A = Jwia
iel iel

Cas particulier: A(DyU D;)=AD; U AD,
(D1 UDy))A=DA U DA.

Démonstration de ces formules: voir [A].
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3.2 Algebres de Kleene

3.2.1. Exemple. L’algebre de Kleene des langages sur un ensemble X

Nous désignerons désormais par £(X) ’ensemble des langages sur un ensemble X.
Un langage sur X étant par définition (3.1.2) une partie quelconque de 1I’ensemble W(X),
I’ensemble L£(X) n’est autre que 1’ensemble des parties de W(X):

ey L(X) = P(W(X)).
En vertu des formules 3.1.11(1) et 3.1.11(2), le triplet
(E(X ), opération produit de langages, {A} )

est un monoide (1.6.2), le monoide des langages sur X . Le langage a un seul élément { A} est
I’élément neutre de ce monoide. Il est appelé le langage neutre. 11 faut se garder évidemment
de confondre ce langage avec le langage . Le langage {A} est souvent noté abusivement
A. Par exemple, au lieu de 3.1.11(2), on rencontre souvent la notation abusive AA = A et
AA = A.

En vertu des formules de distributivité 3.1.11(3), I’ensemble £(X) des langages sur
un alphabet X, muni de 1’opération produit de langages et du langage neutre { A}, est non
seulement un monoide, mais encore ce que nous appelons une algebre de Kleene. Nous
donnerons plus loin la définition générale de ce concept. Comme introduction, nous discutons
ici le cas particulier de I’algebre de Kleene des langages sur un ensemble X.

Pour alléger la notation, posons

K = LX),

X étant un ensemble quelconque. Les éléments de 1I’ensemble C ainsi défini sont les langages
sur X. Les éléments de K sont donc des ensembles, puisqu’un langage est un ensemble de
séquences. On peut donc appliquer aux éléments de K 1’opération ensembliste de réunion.
Une famille (A;); c; d’éléments de /C est une famille de langages sur X et sa réunion

U

iel
est encore un langage sur X, donc un élément de KC. Ceci est I’une des propriétés carac-
téristiques de ce que nous appelons une algebre de Kleene. Il s’agit d’'un monoide X dont
les éléments sont des ensembles et qui satisfait la condition suivante: pour toute famille
(A});c; d’ensembles A; € IC, I’ensemble B = U A; appartient a IC. En outre, 1’opération

iel

du monoide (dans notre cas le produit de langages sur X) est distributive par rapport a la
réunion, ¢’ est-a-dire vérifie les formules 3.1.11(3). L’élément neutre d’un tel monoide sera
noté /. Dans le cas de 1’algebre de Kleene des langages sur un ensemble X, K = £(X),
I’élément neutre /xc est le langage neutre {A}.

3.2.2. Algebres de Kleene. Définition

Une algebre de Kleene est un monoide (K, ¢, Ix) dans lequel X est un ensemble
d’ensembles, et qui satisfait aux conditions supplémentaires suivantes:

(1) Pour toute famille (A;); c; d’ensembles A; € K, on a UA,- e k.

iel
(2) Lopération ¢ est distributive par rapport a la réunion, en ce sens que, pour toute
famille (A;);c; d’ensembles A; € K et pour tout ensemble B € K, on a, en notant ¢
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multiplicativement :

(iLeJIAi>B = iGUI(AiB); B(ILEJIAi> = Jsa.

iel
Comme cas particulier (I = {1, 2}), on a, quels que soient A, A, B € K:

(AjUA2)B = A\BUA>B et B(A,UA,) = BA,; UBA,.

Exemples. Nous aurons affaire dans ce cours a deux types d’exemples d’algebres de
Kleene: celle des langages sur un ensemble X, considérée dans le présent chapitre, et celle
des relations dans un ensemble E, étudiée au chapitre 5.

Dans la présente section, nous allons établir un certain nombre de théorémes, constituant
un répertoire de « formules générales » valables dans une algebre de Kleene quelconque,
et que nous pourrons donc appliquer aussi bien aux langages sur un ensemble X qu’aux
relations dans un ensemble E.

En lisant cette section, pour « fixer les idées », le lecteur peut penser systématiquement
a I’algebre de Kleene des langages sur X, ¢’est-a-dire interpréter: les variables A, B, C, . ..
des formules comme désignant des langages sur X, les produits comme étant des produits
de langages, le symbole /- comme le langage neutre {A}. L’essentiel est que les formules
présentées découlent uniquement de 1’associativité du produit, de la neutralité de /x pour
le produit et de la distributivité du produit par rapport a la réunion, qui sont les propriétés
caractéristiques d’une algebre de Kleene.

Par exemple, on établit au paragraphe 3.2.3 la formule @B = . Interprétée dans
I’algebre des langages sur X, elle signifie: le produit (au sens de 3.1.4) du langage & et
d’un langage B quelconque sur X est le langage . Cela se démontre aisément au moyen de
la définition du produit (3.1.4). En effet, raisonnons par réduction a 1’absurde. Supposons
que B # O, c’est-a-dire qu’il existe une séquence z € & B. Par définition du produit de
langages, une telle séquence admet une décomposition z = xy avecx € Jety € B.Celaest
impossible car il n’existe pas de x € &J. Démontrée de cette maniere, la formule B = &
n’est valable que pour 1’algébre des langages sur un alphabet X. Pour qu’elle soit valable
dans une algebre de Kleene quelconque, elle sera démontrée sans aucune interprétation du
produit d’ensembles considéré, mais en utilisant uniquement sa propriété de distributivité
par rapport a la réunion.

3.2.3. Théoremes
Soient C une algebre de Kleene et A, B, C, A’, B’ des éléments de K. On a:

(1) (AB)C = A(BC).

2) IxA=Alc=A.

3) dek.

4) DB=C et BO=0O.

5) ACA'= ABC A'B.
B CB = AB C AB'.
(ACA'etBCB)= AB C A'B’.

6) Ik CB=(ACABetA C BA).

Les deux premieres de ces formules ne font que rappeler le fait qu’une algebre de Kleene
est par définition (3.2.2) un monoide (multiplicatif) et que /i en est I’élément neutre. La
démonstration des autres formules est donnée dans [A].
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3.2.4. Puissances d’un ensemble A dans une algebre de Kleene

Soit K une algebre de Kleene. On définit les puissances A” (n € IN) d’un ensemble
A € K en posant

(D) A® = k.

(2) VnelN: A" = A(AY).

Cela revient a dire que A" est le n-ieme itéré de A (1.6.5) en tant qu’élément du monoide
multiplicatif (K, -, [ic). A" est la notation multiplicative pour it (n) (1.6.5). On a Al = A,

A? = AA, etc. Les formules de 1.6.6 et de 1.6.7, en notation multiplicative, s’ appliquent 2
ce cas particulier. Ce sont notamment les formules d’exponentiation

Am+n — AmAn
AT — (AT, 1.6.7(4)

3.2.5. L’opération de fermeture dans une algebre de Kleene
Soit K une algebre de Kleene. Pour tout ensemble A € X, on pose:
(1) A* = U A"
nelN
En vertu de la propriété 3.2.2(1) d’une algebre de Kleene K, si A € K alors A* € K,
puisque A" € K pour tout n € IN. L’ensemble A* (lire: A étoile) est appelé la fermeture de

Kleene de A ou aussi [’étoile de A. Par définition de la réunion d’une famille d’ensembles
(1.3.19),0n a

) 7€ A< InelN:ze A

La formule suivante est une conséquence immédiate de la définition de A* et des pro-
priétés générales de la réunion et de I’inclusion: la réunion d’une famille d’ensembles
(A;); cs est contenue dans un ensemble B si et seulement si chacun des ensembles A; est
contenu dans B. Donc, si A, B € K,on a

3) A*CB & Vnell: A" C B.

D’apres cette formule, pour démontrer une inclusion A* C B, pour un ensemble A € K, il
suffit de démontrer Vi € IN : A" C B, ce qui peut se faire par récurrence sur n.

3.2.6. Les quatre propriétés caractéristiques de ’opération *

Soient IC une algebre de Kleene et A € K. L'ensemble A* est défini (3.2.5) comme la
réunion des ensembles A” (n € IN). Nous allons énoncer dans ce paragraphe quatre propriétés
de cet ensemble qui le caractérisent completement, en ce sens que 1’égalité 3.2.5(1), par
laquelle nous avons défini A*, est équivalente a la conjonction de ces quatre propriétés.
Celles-ci s’expriment par les formules suivantes, démontrées dans [A]:

(1) I cC A~

2) AcCA~

(3) A*A* C A*.

(4) Pour tout ensemble M € IC, on a

(cCcMetACMetMMCM)= A"C M.

L’utilisation principale de la formule (4) est la suivante: pour démontrer une inclusion
de la forme A* C M, il suffit de démontrer les trois inclusions lx C M, A C M, MM C M.
Cette méthode est appliquée plusieurs fois dans la démonstration des formules du §3.2.7.
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3.2.7. Théoremes
Soit K une algebre de Kleene. Quels que soient A, B, C € K, on a

(1) T =I.

(2) A*A* = A*.

(3) (A*)* = A*.

4 ACB= A*C B*.

5) ACB*= A*C B*.

6) A=A"*s (Ix CAetAAC A).

(7 (AcCcC*etBCC*)= AB C C*.
@B ACC*= (AC*C C*etC*A C C*).
9) AA* C A*et A*A C A*.

(10) AC AB*et A C B*A.

(11) ACC = (A*C* = C*et C*A* = C*).

(12) A* = [ U AA*.
A* = [ U A*A.

(13) B C A* = A* = (AU B)*.
(14) (AU B)* = (A*B*)*.

Les démonstrations de ces formules sont données dans [A].

3.2.8. Définition
Si K est une algebre de Kleene, on pose, pour tout ensemble A € K:

(1) A+ — U An+1 .
nelN
Une définition équivalente est
At= ] am
ne N—{0}

En vertu de la distributivité du produit par rapport a la réunion (3.2.2(2)), on tire de (1):
At =a(lJar) = (U A")A.
nelN nel
Donc, d’apres 3.2.5(1) et 3.2.7(12), on a, pour tout ensemble A € K:
(2) AT = AA* = A*A.
3) A*=IcUAT.

3.3 DP’algebre de Kleene des langages sur X
3.3.1. Puissances d’un langage

Dans ce paragraphe et dans les suivants, nous nous plagons dans le cas particulier de
I’algebre de Kleene des langages sur un alphabet X, K = L(X). Il s’agit de décrire les
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puissances A" d’un langage A ainsi que le langage A*, c’est-a-dire de caractériser les
séquences qui appartiennent a ces langages.

Les puissances A" d’un langage A, dans 1’algebre de Kleene K = L£(X), sont définies
par les formules 3.2.4(1) et 3.2.4(2). La premiere s’écrit, dans ce cas particulier:

(D) A" = {A).

Nous voulons discuter la signification de A” pour n quelconque. Nous rappelons que le
produit AB de deux langages est I’ensemble des séquences de la forme xy (x cat y) avec
x € Aety e B. Une séquence z appartient donc au langage A> = AA si et seulement
si elle admet une décomposition z = x| cat x; avec x; € A et x, € A. Elle appartient au
langage A®> = A(A?) si et seulement si elle admet une décomposition z = x| cat y avec
xi € Aety € A2, donc une décomposition de la forme z = x; cat x; cat x3 ol chacune
des séquences x1, x», x3 appartient a A. De facon générale, il est clair (intuitivement) qu’une
séquence z appartient au langage A" (n > 0) si et seulement si elle admet une décomposition
en n séquences

Z = xp cat xp cat ---cat x,

avecx; € Apouri =1,...,n.
En d’autres termes, une séquence z appartient au langage A" (n > 0) si et seulement
s’il existe une séquence de séquences x = {x1, ..., x, ) = {x[1], ..., x[n])), appartenant

a I’ensemble W, (W(X)) (2.3.5), telle que I’on ait x[i] € A pour touti € [1 .. n] et
= CATX[I] = evalw(x)(x).
i=1

En vertu de (1) et de 2.3.5(2), cet énoncé est aussi vrai pour n = 0.

Formellement, a partir de la définition des puissances de A (3.2.4), de celle du produit
de langages (3.1.4), et de 2.3.5(2), on démontre par récurrence sur n (voir [A]) la formule
suivante, pour un langage quelconque A sur X :

(2) Pourtoutn € N :

s A" & dx e W,(WX)) : (Vi €ll..nlixlile A).

et z = evalwx)(x)

3.3.2. Fermeture de Kleene d’un langage

Soit A un langage sur X. D’apres 3.2.5(2), une séquence z appartient au langage A* si et
seulement s’il existe unn € W tel que z € A", autrement dit si et seulement si z appartient a
une puissance de A. D’apres ce que nous venons de voir, cela signifie que z se décompose en
un certain nombre (quelconque) de séquences appartenant a A. De fagon plus précise, z € A*
équivaut a: z est la concaténation d’une séquence de séquences x = { x[1], ..., x[1g(x)])
telle que x[i] € A pour touti € [1 .. Ig(x)]. Autrement dit, pour un langage quelconque A
sur X,ona:

lg(x)

z=CAT=xli] et
i=1

Vie[l. lg(x)]:x[i] € A.

1 z€ A" & JIx e WW(X)) :

3.3.3. Formules sur la séquence vide
Si IC est I’algebre de Kleene des langages sur un alphabet X, I’élément neutre /i de
KC est le langage neutre {A}. On peut donc récrire dans ce cas toutes les formules des
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paragraphes 3.2.3, 3.2.4, 3.2.6, 3.2.7 dans lesquelles intervient /c en tenant compte de
I’égalité I = {A}. On obtient ainsi la liste de formules ci-dessous, ou A, B, M représentent
des langages quelconques sur X. Chaque formule est munie de la référence a la formule
générale correspondante.

(1) {A}JA = A{A} = A. 3.23(2)
(2) AeB=(ACABetBC BA). 3.2.3(6)
3) A°={A}. 3.2.4(1)
4) A e A" 3.2.6(1)
5) (AeMetACMetMMC M)= A*C M. 3.2.6(4)
6) @* ={A}. 3.2.7(1)
(7) A=A (AeAetAAC A). 3.2.7(6)
(8) A*={A} U AA* = {A} U A*A. 3.2.7(12)
(9) A*={A} U A*. 3.2.8(3)

3.3.4. Exemples de vérification de formules

En principe, il est totalement superflu de redémontrer, pour 1’algébre de Kleene des
langages sur X, les formules déja démontrées pour une algeébre de Kleene quelconque.
Néanmoins, pour se familiariser avec le produit, les puissances et la fermeture de Kleene
de langages, la redémonstration de quelques formules en utilisant la définition du produit
(3.1.4) et la caractérisation des puissances et de la fermeture de Kleene d’un langage (3.3.1,
3.3.2) est un exercice tres utile.

Comme exemple, nous redémontrons ainsi dans ce paragraphe deux formules. Nous le
faisons de maniere tres informelle. Une version plus formelle est donnée dans [A].

Nous vérifions d’abord la formule

A* = [A}U AA*

(3.3.3(8)) pour un langage A quelconque sur X. Nous montrons que z € A* implique
z € {A} U AA* et réciproquement. Une séquence z € A* admet une décomposition
7 = xjcat ---cat x,, en n séquences appartenant chacune au langage A (avec n € N
quelconque). Si n = 0, cela signifie que z = A, donc que z € {A}. Sin # 0, alors z est
la concaténation de la séquence x; € A avec la séquence x; cat - - - cat x,, qui appartient
a A*, donc z appartient au produit de langages AA*. On voit ainsi que A* C {A} U AA™.
Inversement, une séquence z qui appartient au langage {A} U AA* est soit la séquence A,
qui appartient au langage A* (3.3.3(4)), soit la concaténation d’une séquence de A avec une
séquence de A*, et dans ce cas se décompose en un certain nombre de séquences de A, donc
appartient au langage A*.
Comme deuxieme exemple, nous considérons la formule 3.2.7 (14),

(AUB)" = (A"B")",

en supposant que A et B sont des langages sur X. Nous montrons que z € (AU B)* = z €
(A*B*)* et réciproquement. Supposons premierement que z € (A U B)*. Un telle séquence
admet une décomposition z = x; cat - - - cat x, en n séquences x; appartenant chacune au
langage (A U B), donc appartenant chacune au langage A ou au langage B. Pour montrer
que z € (A*B*)*, il suffit de montrer que chacune des séquences x; de cette décomposition
de z appartient au langage A* B*. On raisonne par disjonction des cas x; € A, x; € B. Dans
le premier cas, comme A C A* (3.2.6(2)), on a x; € A*B* car x; admet la décomposition
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x; = x;A avecx; € A*et A € B* (3.3.3(4)). Dans le deuxiéme cas, comme B C B*,on a
Xx; € A*B* car x; admet la décomposition x; = Ax; avec A € A* et x; € B*.

Inversement, si z € (A*B*)*, z admet une décomposition z = y; cat ---cat y,, en
m séquences (m > () appartenant chacune au langage A*B*. Chacune des séquences y;
se décompose a son tour en un certain nombre de séquences appartenant a A suivies d’un
certain nombre de séquences appartenant a B. On voit donc que z admet finalement une
décomposition en des séquences qui appartiennent toutes a A ou a B, donc a A U B. Par
conséquent, z € (A U B)*.

3.3.5. Exercice

Démontrer la formule suivante dans une algebre de Kleene K quelconque et pour des
ensembles A, B € K quelconques. En donner aussi une démonstration informelle (cf. 3.3.4)
dans le cas particulier ou C est 1’algebre de Kleene des langages sur un alphabet X.

(AUB)* = A"UA*B(AU B)™.

3.3.6. Exercice
Montrer que I’opération * dans une algebre de Kleene KC est entierement déterminée par
les quatre formules 3.2.6(1) a 3.2.6(4). Pour cela, montrer que si une autre opération A®
dans K vérifie quatre formules semblables, a savoir, pour tout A € K:
(1) I C A%
2"y AcC A%
(3") A®A® C A%
@) YMeK: (cCMetACMetMM C M) = A® C M,

alors on a A® C A* et A* C A® (quel que soit A € K), de sorte que les deux opérations
coincident.

3.3.7. Exercice

La formule suivante est valide dans 1’algebre de Kleene KX = £(X) des langages sur un
alphabet X, mais n’est pas valide dans toute algébre de Kleene:

Ik CAB & (Ix C Aetlc C B).

Pour I’algebre K = L(X), elle découle immédiatement de 3.1.9 et du fait que /i = {A}.
En se servant de cette formule particuliere et des formules générales de 3.2.8, démontrer
les propositions suivantes pour un langage A quelconque sur X :

(1) AcAs AecAt
(2) AeAs AT = A~

3.4 Langages réguliers

3.4.1. Constructions génératrices régulieres

Dans toute cette section, nous supposons que X est une algebre de Kleene et que & (°)
est une partie de K (& C K). Pour fixer les idées, le lecteur peut penser a K comme étant
I’algebre de Kleene £(X) des langages sur un ensemble X et 2 & comme étant un ensemble

® & estlalettre S de 1’écriture « gothique » ou « Fraktur ».
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de langages particuliers A, B, C, ... sur X, d’out & C K puisque £(X) est ’ensemble de
tous les langages sur X. Mais la définition qui suit est indépendante de cette interprétation.

Définition. On appelle construction génératrice réguliére de base S dans IC, ou sim-
plement construction réguliere de base &, toute séquence

R={(R\,Ry,...,R,)

d’ensembles R; € K telle que, pour chaque k € [1 .. n], I'une des conditions (a) a (e)

suivantes soit vérifiée:

(a) Rk e S.

(®) Ry =6.

(c) Ry = R; UR; pour deux ensembles R;, R; telsquei < ket <k.
En d’autres termes, il existe deux entiers i, j € [1 .. k — 1] tels que
Ry = R; UR,.

(d) Ri = R;R; pour deux ensembles R;, R; telsquei < ket j <k.
En d’autres termes, il existe deux entiers i, j € [1 .. k — 1] tels que
Ry = RiR;.

(e) Ry = R’ pourunensemble R; telquei < k.
En d’autres termes, il existe un entier i € [1 .. k — 1] tel que Ry = R;.

3.4.2. Exemple
Supposons que A, B, C soient des ensembles appartenant a &. La séquence R =

{ R1, ..., Ry ) définie par les égalités suivantes est une construction génératrice réguliere
de base &:
Ri=A eSS
R, =B eSS
R;=AUB =R UR,
Ry = (AU B)* =R;
Rs =C eSS
Rs = (AU B)*C = R4Rs
R =0 =0
Ry = O* =R;
Ry =(AUB*CUJ" = R¢ U Rs.
Lorsqu’on écrit une construction génératrice réguliere { Ry, ..., R, )) de base & en

notant chacun des ensembles R; de la séquence sur une ligne, comme dans I’exemple ci-
dessus, on voit que la définition d’une telle construction revient a dire qu’a chaque ligne
on peut écrire: un ensemble appartenant 8 &, ou I’ensemble vide, ou la réunion de deux
ensembles pris dans des lignes précédentes (éventuellement deux fois la méme ligne), ou
le produit de deux ensembles pris dans des lignes précédentes (éventuellement deux fois la
méme ligne), ou la fermeture de Kleene d’un ensemble d’une ligne précédente.

3.4.3. Théoremes
Soient K une algebre de Kleene et S C K.

(1) Laséquence vide { ) = A est une construction génératrice réguliere de base &.

(2) Si {Ry,...,R,)) estune construction génératrice réguliere de base & de longueur
n#0,alors Ry = JouR, € &.
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(3) Si {(Ry,...,R,) est une construction génératrice réguliere de base &, chacune
des séquences partielles {( Ry, ..., R, ) (m € [1..n]) est elle-méme une construction
génératrice réguliere de base &.

4) SiR=(Ry,....,Ry) et R" = (R,..., R} ) sont deux constructions génératrices
régulieres de base &, la concaténation de ces deux séquences

R"=Rcat R"=(Ry,...,Ru,R},...,R)
est aussi une construction génératrice réguliere de base S.

Démonstration. Ces propriétés découlent immédiatement de la définition d’une cons-
truction génératrice régulicre de base & (3.4.1).

(1) Désignons par P (k) la proposition qui est la disjonction (OU) des propositions (a),
(b), (c), (d), (e) de 3.4.1. Une construction génératrice réguliere de base & est par définition
une séquence R qui vérifie la condition Yk € [1 .. n] : P(k), ou n est la longueur de R.
Cette condition est trivialement satisfaite si n = 0.

(2) Le premier ensemble (R;) d’une construction génératrice réguliere R de base &
ne peut vérifier que la condition (a) ou la condition (b) de 3.4.1.

(3) Si{Ry,...,R,) estune construction génératrice réguliere de base &, alors, pour
chaque k£ € [1 .. n], 'une des conditions (a) — (e) de 3.4.1 est vérifiée. Cela est vrai en
particulier pour chaque k € [1 .. m], si m < n, donc la séquence partielle { Ry, ..., Ry, )

est aussi une construction génératrice de base &.

(4) Si R” est la concaténation de deux constructions génératrices régulieres R, R’ de
base &, de longueurs respectives m et n, il est clair que pour chaque k € [1 .. m + n],
I’ensemble R} = R"[k] est soit un ensemble appartenant a &, soit le I’ensemble &, soit
la réunion ou le produit de deux ensembles qui figurent avant lui dans la séquence R”, soit
la fermeture de Kleene d’un ensemble qui figure avant lui dans la séquence R”. Donc la
séquence R” est une construction génératrice de base &.

3.4.4. Ensembles régulierement engendrés par S dans

Définition. Soient K une algebre de Kleene et & C K. On dit qu’un ensemble
A € K est régulierement engendré par S s’il existe une construction génératrice réguliere
{ Ry, ..., R, ) de base & dans K telle que A = R,.

De maniere moins formelle, on peut dire qu’un ensemble A € K est régulierement
engendré par & s’il peut étre construit a partir d’ensembles appartenant a S U {J} en
effectuant un nombre fini d’opérations de réunion (de deux ensembles) ou de produit ou de
fermeture de Kleene.

Remarque. En vertu de 3.4.3(3), si { Ry, ..., R, )) est une construction génératrice
réguliere de base &, chacun des ensembles R,, (m = 1,...,n) de la séquence, et pas
seulement le dernier d’entre eux, est régulierement engendré par &.

Exemple. Si A, B, C sont trois ensembles appartenant a &, alors chacun des ensembles
Ry, ..., Ry del’exemple 3.4.2 est régulierement engendré par &.

Notation. Nous désignons par Reg(&) I’ensemble des ensembles A € K qui sont
régulierement engendrés par une partie & de K. Par définition, on a donc

A € Reg(6&) & A € K et A est régulierement engendré par &
& il existe une construction génératrice régulicre
{ Ry, ..., R, ) de base & dans K telle que A = R,.
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3.4.5. Théoréemes
Soient K une algebre de Kleene et & C K. On a:
(1) O € Reg(S).
(2) Ix € Reg(S).
(3) Ae B = AcReg(S).
(4) (A € Reg(&)et B e Reg(&)) = (AU B) € Reg(S).
(5) (A € Reg(®S)et B € Reg(6&)) = AB € Reg(S).
(6) A € Reg(&) = A* € Reg(S5).
(7) Pour toute séquence { Ay, ..., A, ) d’ensembles A; € Reg(&S), ona

(OA,-) € Reg(S): <ﬁA,~) € Reg(&).
i=1 i=1

Démonstration. Cespropriétés découlentimmédiatement de la définition de1’ensemble
Reg(&) (3.4.4) et de celle d’une construction génératrice de base & dans K (3.4.1).

(1) Laséquence R = { Ry )) = () estune construction génératrice régulie¢re de base
&, donc I’ensemble & est régulierement engendré par &.

(2) Laséquence R = (( Ry, Ry ) = (D, &* ) estune construction génératrice réguliere
de base &, donc I’ensemble &* est régulierement engendré par &. Or & = [ (3.2.7(1)).

(3) Si A € &, laséquence R = (R;) = ({A)) est une construction génératrice
réguliere de base &, donc A est régulierement engendré par S.

(4) Supposons que A et B soient des ensembles régulierement engendrés par &S. Soit

R = { Ry, ..., R, ) une construction génératrice réguliere de base & telle que A = R,, (il

en existe une par hypothese sur A), etsoit R’ = ( R/, ..., R, )) une construction génératrice

réguliere de base & telle que B = R/,. La séquence
R"={(Ry,...,Ru,R|,...,R,,AUB) = Rcat R'cat (AU B)

est une construction génératrice régulicre de base &, d’apres 3.4.3(4) et du fait que
R, ... =AUB=R, UR, . DoncAU B estrégulicrement engendré par &.

m+n-

(5) On raisonne de la méme maniere pour I’ensemble A B.

(6) Supposons que A soit un ensemble régulicrement engendré par & et soit R =
{ Ri1,..., R, ) une construction génératrice réguliere de base & telle que A = R,,. La
séquence R’ = { Ry, ..., R,, A*)) est aussi une construction génératrice réguli¢re de base
& puisque R, | = A* = (R,)* = (R)*. Donc A* est régulicrement engendré par &.

(7) Voir [A].

3.4.6. Langages réguliers sur un alphabet X

Nous rappelons que les langages élémentaires sur un alphabet X (3.1.2, Exemple 4)
sont les langages de la forme {{{ a ))} tels que a € X. Ce sont les langages qui ne comportent
qu’un seul mot, celui-ci étant de longueur 1.

Définition. On appelle langages réguliers sur X les langages qui sont régulierement
engendrés, dans ’algebre de Kleene des langages sur X, par I’ensemble des langages
élémentaires sur X.

Cette définition peut se traduire par la formule:

A € Reg(©),
(A est un langage régulier sur X) < | ot & est I’ensemble des langages
élémentaires sur X.
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En explicitant encore cette définition d’apres la définition de I’ensemble Reg(&) (3.4.4)
et celle d’une construction génératrice réguliere de base & (3.4.1), on peut préciser ceci:

Unlangage A sur X est(par définition) un langage régulier sur X s’il existe une séquence
{Ri1,..., R,)) de langages sur X telle que A = R, et telle que, pour chaque k € [1 .. n],
[’une des conditions suivantes soit vérifiée:

(a) Ry estun langage élémentaire sur X;

(®) R=9;

(c) Ilexiste deux entiers i, j € [1 .. k — 1] tels que Ry = R; U R;;
(d) Ilexiste deux entiersi, j € [1 .. k — 1] tels que Ry = R; R;;
(e) Ilexisteunentieri € [1..k — 1] tel que Ry = R}.

Une telle séquence de langages est une construction génératrice réguliere de base &,
ou & est ’ensemble des langages élémentaires sur X (3.4.1). On I’appelle plus simplement
une construction génératrice de langages réguliers sur X, et I’on dit aussi qu’elle est une
construction génératrice du langage régulier A = R,,.

Moins formellement, on peut dire qu’un langage régulier sur X est un langage qui peut
&tre construit a partir de langages élémentaires sur X et/ou du langage &, en effectuant un

nombre fini d’opérations de réunion ou de produit de deux langages, ou de fermeture de
Kleene d’un langage.

3.4.7. Théoréemes
En appliquant les théoremes 3.4.5 dans 1’algebre de Kleene des langages sur X et a
I’ensemble & des langages élémentaires sur X, on obtient les propositions suivantes sur les
langages réguliers sur X :
(1) Le langage & est un langage régulier sur X.
(2) Lelangage neutre {A} est un langage régulier sur X.
(3) Pourtouta € X, le langage élémentaire {{ a )} est un langage régulier sur X.
(4) Si A et B sont des langages réguliers sur X, A U B est un langage régulier sur X.
(5) Si A et B sont des langages réguliers sur X, AB est un langage régulier sur X.
(6) Si A estun langage régulier sur X, A* est un langage régulier sur X.

(7) Pour toute séquence ({ Ay, ..., A, ) de langages réguliers sur X, les langages

i=1 i=1
sont des langages réguliers sur X.

Corollaires :

(8) Pour toute séquence x € W(X), le langage {x} est un langage régulier sur X.

(9) Tout langage fini sur X est un langage régulier sur X.

Démonstration. Le corollaire (8) peut se démontrer par récurrence sur la longueur des
séquences, mais la démonstration par induction structurelle dans W(X) (2.2.7), en utilisant
(2), (3), (5). est immédiate. En désignant par P(x) la proposition « {x} est un langage
régulier sur X », on peut affirmer:

1° la proposition P (A) est vraie d’apres (2);

2° la proposition P ({ a )) est vraie pour tout a € X d’apres (3);
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3° si les propositions P(x) et P(y) sont vraies pour deux séquences x, y sur X, alors
la proposition P (xy) est vraie d’apres (5), parce que le langage {xy} est égal au produit de
langages {x}{y}.

Pour le corollaire (9), on raisonne comme suit. Un langage fini L sur X est un langage
qui peut s’écrire L = {x1, ..., x,}, ou x1, ..., x, sont n séquences sur X (n € IN), avec
L = & comme cas particulier (n = 0). Un tel langage peut s’écrire aussi

L=}
i=1

Il est donc régulier d’apres (8) et (7).

3.4.8. Expressions régulieres

En raison de la définition 3.4.6, les langages élémentaires sur un alphabet X intervien-
nent souvent dans les expressions qui désignent des langages réguliers sur X. La notation
rigoureuse {{ a ))} pour un tel langage (avec a € X) est évidemment encombrante lorsqu’elle
se répete souvent. C’est donc un abus de langage courant que d’écrire simplement a au lieu
de {(a)}.

On écrit d’ailleurs souvent aussi a au lieu de { a)), de sorte que a peut désigner tantdt
un élément de X, tantdt la séquence élémentaire correspondante { a)), tantdt le langage
élémentaire correspondant {( a )) }. Nous nous intéressons ici surtout au cas ot le terme a est
utilisé comme désignation du langage élémentaire {{ a ))}. Dans ce cas, on parle du terme a
comme étant [’expression réguliere a. Si b et c sont aussi des éléments de X, I’expression
abc, en tant qu’expression réguliere, représente le produit de langages élémentaires

{{aDH{BMH e,

a savoir le langage {( a, b, c }}.

De fagon générale, siles symboles a, b, c, etc. désignent des éléments d’un alphabet X, on
appelle expressions régulieres construites avec ces symboles les expressions qui représentent
des langages réguliers sur X au moyen de ces symboles — interprétés comme représentant
les langages élémentaires correspondants — et au moyen d’ opérateurs de réunion, de produit,
de fermeture de Kleene, et éventuellement du symbole &.

Exemple. L’ expression
(1) a(bUc)*

est une expression réguliere construite avec les symboles a, b, c. Si ces symboles désignent
des éléments d’un alphabet X et si on les interprete aussi comme les langages élémentaires
{{an}, {{p)}, {{c)} correspondants, I’expression représente le langage

L={(a)({(p)utqen)”
Un mot z appartient a ce langage si et seulement s’il admet une décomposition
z=xy avec x€{(a)}etye({(bIU{(ch)"

Or x € {(a)} équivautd x = (a),ety € ({{(b)} U {((c))})* signifie (3.3.2(1)) que y
admet une décomposition en n séquences

y=wp- Wy
avec n>0etViel[l..n]:w; e {{bHU{{ch}

Donc une séquence z appartient a L si et seulement si elle est de la forme



Chap. 3. Langages 75

= {(ahw;---w,

avecn > Oetw; = (b)) ouw; = ((c)) pourtouti € [1 .. n]. On peut donc, finalement,
caractériser le langage L représenté par I’expression réguliere (1) comme suit:

lg(z) = letz[l]=aet
cele (‘v’ke 2. 1g(2)] : z[k] = b ou z[k] =c>‘

Expressions régulieres et constructions génératrices régulieres. Une expression ré-
guliere bien formée doit montrer que le langage représenté est régulier en fournissant
immédiatement, par sa syntaxe, une construction génératrice réguliere du langage qu’elle
représente. Par exemple, si a, b, ¢ sont des éléments d’un alphabet X, I’expression (1) est une
expression réguliere bien formée, car on a, pour le langage représenté par cette expression,

la construction génératrice réguliere ( Ry, ..., Rg ) suivante:
Ri=a langage élémentaire {{{ a )}
R,=bD langage élémentaire {{{b })}
R;=c langage élémentaire {{ c ))}
R4 =bUc = R2 U R3
R5 = (b U C)”< = RZ
R6:a(bUc)* :R1L5.

3.4.9. Exercice
Donner une expression réguliere construite avec les symboles 0, 1, 2 pour chacun des

langages L a Lo sur I’alphabet X = {0, 1, 2} décrits ci-dessous.

L, : ensemble des mots qui se terminent par 100, y compris le mot 100 lui-méme.

L, : ensemble des mots qui commencent par 100.

L3 : ensemble des mots qui comportent au moins un 2.

L, : ensemble des mots qui comportent un 2 et un seul.

Ls : ensemble des mots qui ne comportent aucun 2.

Lg : ensemble des mots de longueur > 3.

L7 : ensemble des mots qui comportent un nombre pair de 1 (y compris zéro).

Lg : ensemble des mots qui comportent un nombre impair de 1.

Lo : ensemble des mots qui ne comportent aucune syllabe 01, c’est-a-dire dans
lesquels un 0 n’est jamais suivi d’un 1.

Ly : ensemble des mots qui comportent une syllabe 01 et une seule.

3.4.10. Démonstrations par induction structurelle dans Reg(S)

Nous considérons a nouveau une algebre de Kleene K quelconque et un ensemble
S C K. Comme précédemment, le lecteur peut imaginer, pour fixer les idées, que KC est
I’algebre de Kleene £(X) des langages sur un ensemble X, et que & est un ensemble de
langages particuliers sur X, par exemple I’ensemble des langages élémentaires sur X. Mais
ce qui suit est indépendant de cette interprétation.

Soit P(A) une assertion a propos d’un ensemble quelconque A € I, et supposons
que I’on veuille montrer que cette assertion est vraie pour tout ensemble A régulierement
engendré par & (3.4.4). Il s’agit donc de démontrer une proposition de la forme

(1) VA € Reg(&) : P(A).
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Schéma de déduction. Pour démontrer (1), il suffit de montrer que, quels que soient
les ensembles A, B € K, les cinq propositions suivantes sont vraies:

(a) A€ = P(A);
() P(D);

(c) (P(A)et P(B)) = P(AUB);
(d) (P(A)et P(B)) = P(AB);
(e) P(A) = P(A").

Autrement dit, la conjonction de ces cinq propositions (diment munies de quantificateurs
YA € K, VB € K) implique (1).

La validité de ce schéma de déduction devrait étre intuitivement claire. Les ensembles
A € K qui appartiennent au sous-ensemble Reg(&) C K sont tous les ensembles A € K
qui peuvent étre construits au moyen de constructions génératrices régulieres de base &,
c’est-a-dire construits a partir d’ensembles appartenant a & et/ou de 1’ensemble & par un
nombre fini d’opérations de construction qui sont les opérations de réunion, de produit et de
fermeture de Kleene. Les propositions (c), (d), (e) signifient que ces opérations conservent la
propriété P, en ce sens que si on les applique a des ensembles A, B qui vérifient P, on obtient
des ensembles A U B, AB, A* qui vérifient P. Donc, si les ensembles qui appartiennent a
& et I’ensemble & vérifient P, ce qu’expriment (a) et (b), tous les ensembles régulierement
engendrés par & vérifient P.

Ce raisonnement est développé de maniere plus formelle dans la démonstration du
schéma donnée dans [A].

Commentaire. Lorsqu’on démontre une proposition de la forme (1) suivant le schéma
de déduction ci-dessus, c’est-a-dire en démontrant les cinq propositions (a) — (e), on dit que
I’on démontre (1) par induction structurelle dans Reg(&). La signification générale de ces
mots a été décrite au §2.2.7. L’ensemble Reg(&) possede d’une part des éléments de base, a
savoir les ensembles A € & etl’ensemble . Il est muni d’autre part de certaines opérations:
réunion, produit, fermeture de Kleene. Tous ses éléments peuvent étre engendrés a partir
des éléments de base en appliquant ces opérations un nombre fini de fois. Si les éléments de
base de Reg (&) posseédent une certaine propriété et si les opérations en question conservent
cette propriété, alors tous les éléments de 1’ensemble Reg(&) possedent cette propriété.

3.4.11. Exemple

Nous nous plagons dans 1’algebre de Kleene £(X) des langages sur un ensemble X
quelconque et nous considérons la fonction p : W(X) — W(X) dite de renversement des
séquences sur X (2.2.3). Comme application du schéma de déduction 3.4.10, nous allons
démontrer le théoréme suivant: pour tout langage régulier A sur X, le transformé p(A) de
I’ensemble A par la fonction p est un langage régulier sur X.

Nous précisons d’abord que I’ensemble p(A), pour un langage A sur X, c’est-a-dire un
ensemble A C W(X) = Domp, est caractérisé d’apres 1.3.24(2) par la formule

(D) Vy: yep(A) & Ix(x e Aety = p(x)).
Il revient au méme d’écrire
p{AY ={px)|x € A} (1.2.3, Déf. 1).

L’ensemble des langages réguliers sur X est I’ensemble Reg(&) ou & est I’ensemble
des langages élémentaires sur X (3.4.6). Il s’agit donc de démontrer, pour cet ensemble &
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particulier, que
VA € Reg(&) : p(A) € Reg(S).

—_———

P(A)
D’apres 3.4.10, il nous suffit pour cela de démontrer les propositions (a) — (e) suivantes:

(a) VAe &: P(A).

En francais: si A est un langage élémentaire quelconque sur X, alors p(A) est un langage
régulier sur X. Preuve: si A est un langage élémentaire sur X, disons A = {{a )}, alors
p{A) = A, donc p(A) est un langage élémentaire sur X, donc un langage régulier sur X
(3.4.7(3)).

(b) P(D).

En francais: le langage p(J) est un langage régulier sur X. Preuve: p(J) = & d’apres
1.3.23(2), et ’on conclut d’apres 3.4.7(1).

(¢) (P(A)et P(B)) = P(AUB).

En francais: si, pour deux langages A, B sur X, les langages p(A) et p(B) sont des langages

réguliers sur X, alors le langage p(A U B) est un langage régulier sur X. Cela découle,
d’apres 3.4.7(4), de la formule

p{AU B) = p(A) U p(B),

qui est une propriété générale du transformé d’un ensemble par une relation (théoreme 4 de
1.3.23).

(d) (P(A)et P(B)) = P(AB).

En francais: si, pour deux langages A, B sur X, les langages p(A) et p(B) sont des langages
réguliers sur X, alors le langage p(A B) est un langage régulier sur X. Cela découle, d’apres
3.4.7(5), de la formule plus ou moins évidente

P{AB) = p(B)p(A),
qui sera démontrée dans I’exercice 3.4.12.

(e) P(A)= P(A").

En francais: si, pour un langage A sur X, le langage p(A) est un langage régulier sur X,
alors le langage p(A*) est un langage régulier sur X. Cela découle, d’apres 3.4.7(6), de la
formule plus ou moins évidente

p(AT) = (p(A))",

qui sera démontrée dans I’exercice 3.4.12.

3.4.12. Exercice
Démontrer les formules

)] P{AB) = p(B)p(A)
2 p{AT) = (p(A))"

utilisées dans 3.4.11, pour des langages A, B sur X et la fonction de renversement des
séquences sur X.

Indications. La formule 3.4.11(1) est la formule principale caractérisant p(A), pour
un langage A sur X. Pour démontrer (1), on utilisera 2.2.4(1) et les formules (3), (4), (5)
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suivantes, qu’on admettra sans démonstration, pour des séquences x, y € W(X) quelconques
et pour un langage A C W(X) quelconque:

(3) plpx) =x.

4) yep(A) & p(y) €A

B) xe A& px) ep(A).

Pour (2), il faut démontrer au préalable, par récurrence sur n, que p{(A") = (p(A))" pour

tout n € N, en utilisant (1). Ensuite on utilise la définition de A* (3.2.5), et le théoreme 4
de 1.3.23.
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Chapitre 4 Automates finis

4.1 Relations de transition

4.1.1. Définition d’un automate fini
Un automate fini A sur un alphabet X est un objet (mathématique) qui se compose des
données suivantes:

(a) unensemble fini @4, dont les éléments sont appelés les états de A;

(b) un ensemble fini T4, tel que T4 C Q4 x X x Q4. Les éléments de cet ensemble
sont appelés les transitions de A. Les transitions de A sont donc des triplets (p, a, gq) tels
que pe Q4 aeX,qe Q.

Un automate fini A sur X est caractérisé par ces deux ensembles. On le considere donc
comme le couple formé par ces deux ensembles, ce pourquoi 1’on écrit A = (Q4, T4).
L’exposant A des notations Q4, T4 peut étre omis lorsqu’il n’y a pas de confusion possible
sur I’automate dont il est question.

4.1.2. Exemple

Soient a, b, ¢ des éléments distincts d’un alphabet X. Les données ci-dessous définissent
un automate fini A = (Q4, T4) sur X. La représentation graphique de cet automate est
donnée dans la figure 4.1. Le principe de cette représentation devrait étre clair. Les états sont
représentés par les sommets d’un diagramme. Une fleche allant d’un somet p a un sommet g
et portant un élément a de X représente la transition (p, a, g). On peut représenter plusieurs
transitions (p, a, q), (p, @', q), etc. par une seule fleche allant de p a g et portant les symboles
a,a,...

Ensemble d’états: Ensemble de transitions: Représentation graphique:
0% =1{1,2,3,4,5}. (1,a,1) 2
(1,a,2) O#
(1, b, 3) le——2
2,¢c,1)
ri=|2c b b
(3,¢,4)
(47 b? 2) C b, a
(4, a, 5) 3 >4 »5
(4, D, 5) Figure 4.1

4.1.3. Etats de départ et d’arrivée, étiquette d’une transition

Si un triplet @ = (p, a, g) est une transition d’un automate fini, on dit que les états p et
q sont respectivement 1’ état de départ et I’état d’arrivée de «, et que cette transition va de
I’état p a l’état . On dit encore que I’élément médian a est [’étiquette ou le label de «.

4.1.4. Commentaires sur la définition d’un automate fini

Lorsque nous parlons d’un automate A = (Q#, T*) sur un ensemble X, cela signifie,
d’apres la définition 4.1.1, que pour chaque transition (p, x, g) de A I’étiquette x appartient
al’ensemble X. Mais cela ne signifie pas que pour tout élément x de X il existe une transition
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(p, x,q) € T avec cette étiquette. Si X’ est un ensemble tel que X C X', un automate fini
sur X est aussi un automate fini sur X'.

En particulier, I’ensemble X peut étre infini. Dans I’expression automate fini sur X,
I’adjectif « fini » se réfere seulement a I’ensemble des états et a ’ensemble des transitions
de I’automate, qui doivent étre des ensembles finis. Seul un sous-ensemble fini de X est
donc utilisé dans les transitions de A. Par exemple, les étiquettes a, b, ¢ des transitions de
I’automate 4.1.2 pourraient étre des nombres réels et dans ce cas, on pourrait parler d’un
automate fini sur R.

Il ne faut pas confondre un automate fini avec sa représentation graphique (fig. 4.1). Un
automate fini est un objet mathématique. Dans le langage des informaticiens, on peut dire
qu’il s’agit d’une « structure de donnée ».

4.1.5. Relations de transition d’un automate
Définition 1. Soient X un ensemble (alphabet) et A = (Q#, T#) un automate fini sur
X. Pour tout x € X, nous posons

(1) T ={(p.9) | (p.x,q) € T},
Cet ensemble de couples est une relation dans 1’ensemble d’états Q4 (§1.3.3). Nous
I’appelons la relation de transition élémentaire de A correspondant a x.

Par définition de T* (1), on a, pour tout x € X :
) (p,q) eT? & (p,x,q) € TA. (Voir théoréme 3 de 1.2.3)
(3) T cC o x oA

La relation de transition élémentaire TxA est vide, TXA =, lorsque x est un élément de
X pour lequel il n’y a pas de transition (p, x, ¢) d’étiquette x dans 1’ensemble T4,

Exemple 1. Nous considérons I’automate A du §4.1.2, ou a, b, c sont trois éléments
distincts d’un ensemble X, par ailleurs indéterminé. Les relations de transition élémentaires
TA, TbA, T2 de cet automate sont représentées par les trois diagrammes de la figure 4.2. Ce
sont les ensembles de couples

To={1—~ 1,1~ 2,4+ 5}
Ty ={1— 3,4+ 2,4+ 5};
Tc =2+ 1,3+ 4}.

Ona TXA = @ pour tout élément x de X différent de a, b, c.

TA A TA

Q. |
1—2 1 2 1l——2

3 4—5 3 4—5 3—4 5

Figure 4.2

Relations de transition 7, 7,4, T2 de I’automate de la figure 4.1.

Définition 2. Soient X un ensemble et A = (Q4, T#) un automate fini sur X. Pour
toute séquence x = {x[1], ..., x[n]) € W(X), nous posons

lg(x)
A A A A
4) Oy =Ty Tipy = l_[ Ty
i=1
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Le membre de droite de cette égalité est le produit de composition des relations de transition
élémentaires T,;. 1l s”agit donc d’une relation dans I’ensemble Q. La relation ©f est
appelée la relation de transition de A correspondant a la séquence x.

Six = A (n = 0), le membre de droite de (4) est un produit de zéro facteurs. S’ agissant
de I’opération produit du monoide R(Q%), le produit de zéro facteurs est par définition
I’élément neutre de ce monoide, a savoir la relation identique Idy4. Nous admettons donc
que, par définition, pour toute séquence x € W(X):

Idpa six = A;
@f:{ ©

) :
Tx?l](afi six # A.

Exemple 2. (Suite de ’Exemple 1) Les diagrammes de la figure 4.2, décrivant les
relations de transition élémentaires TaA, TbA, TCA, concernant 1’automate A du §4.1.2, nous
permettent de calculer facilement la relation de transition ® correspondant 2 la séquence
x ={b,c,a):

(6) O =TATAT =1+ 5,4 1,4 2).

La maniére de calculer cette relation dans Q* est fournie par le théoréme 2.3.10 sur le
produit de composition d’une séquence de relations, qui est expliqué au §2.3.9. La relation
©®4 est le produit de composition de la séquence de relations

R = (R[], RI2L, RI3]) = ( T', TS, T,

autrement dit I’évaluation de cette séquence dans le monoide R (Q*) des relations dans Q*.
D’apres le théoréme 2.3.10, un couple (p, ¢) appartient a la relation

©®% = R[1]R[2]R[3] = evalggs)(R)
si et seulement s’il existe une séquence

s = {(s[1], 521, s[3], s[41) € W(Q™)

(séquence d’états de A) telle que:

s[1] = p;
(7 s[4l = q;
(s[11,s[2]) € T, (s[2],s[3]) € T2, (s[3],s[4]) e TA.

Par exemple, le couple d’états (p, ¢) = (4, 2) appartient 2 ©* parce que la séquence d’états
s = (4, 2,1, 2) vérifie ces conditions.

Par définition des relation de transition élémentaires de A (2), la troisieéme ligne des
conditions (7) peut s’écrire

(8) (s[11,b,s[2]) € T4: (s[2],c,s[3]) € T4; (s[3],a,s[4]) € TA.

On note aussi ces trois conditions sous la forme du diagramme suivant, qui se rapporte a
celui de I’automate considéré (figure 4.1):

) s[1] —2 2] —S s s3] —2 541,

Pour déterminer la relation @f = 9? ) (6), on cherche donc toutes les séquences

b.,c,a
s € W4(0Q%) qui vérifient (8), ou graphiquement (9), et ’on prend pour chacune d’elles le
couple (s[1], s[4]).
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4.1.6. Exercice
L . . . A A N
Déterminer les relations de transition Oy .y, ¢y €t Oy .1, de I'automate A de la
figure 4.1.

4.1.7. Théoremes
Soient X un ensemble et A = (Q#, T4) un automate fini sur X. On a
(1) VxeW(X): ©4c 0”4 x QA
(2) O4 =1Idga.
. A _ A
(3) VaeX: ©F,, =T/ .
4) VxeWX):VyeWNX): @fy =04 = ®f®;‘ (produit de relations).

x cat y

Les propositions (1), (2) et (4) peuvent se résumer simplement en disant que la fonction
04 = (Ax € W(X) : (9;‘) est un homomorphisme du monoide W(X) dans le monoide
R(Q*) des relations dans Q4.

Démonstration. Par définition (4.1.5(4)), pour toute séquence x € W(X), @;‘ est
un produit de relations dans Q#, donc une relation dans Q4, d’ou (1). La propriété (2)
fait partie de la définition de @;‘ (4.1.5(5)). La proposition (3) découle aussi de 4.1.5(5):
Oyy = Ty ®lay = TO% = T/ dga = T,). Dapres 4.1.5(5) et d’apres (3), on a
pour tout x € W(X):
@Az{lde ) six = A;
' Oy Oy six # A
On peut en déduire, d’apres le théoreme de 2.3.1, que la fonction ©4 = (Ax € W(X) : @?)

est un homomorphisme du monoide W(X) dans le monoide R(Q%), d’ou (4).

4.1.8. Théoreme
Soient p, g deux états (p,q € Q?) d’un automate A = (Q4, T#) sur X et soit
x = {x[1], ..., x[n]})) une séquence de longueur n sur X. Pour que

(p.q) € ©F,
il faut et il suffit qu’il existe une séquence d’états de A
s={s[ll,...,s[n+1])
de longueur n + 1 telle que:

s[1] = p;
) sln +1] =g;
pourtoutk € [1..n]: (s[k], x[k], s[k + 1]) € T*.

Ce théoreme généralise ce que nous avons vu dans ’Exemple 2 de 4.1.5. Les conditions
(1) s’expriment aussi en disant que 1’on a dans 1’automate A les transitions

b= sl x[1] S[2] x[2] x[n] sin+1]=q.

La démonstration du théoréme consiste & remarquer simplement que (p,q) € ©4
équivaut par définition a (p,q) € Tjy,--- T, et a appliquer le théoreme 2.3.10 qui

caractérise le produit de composition d’une séquence de relations, en tenant compte de
ce que (s[i],s[i +1]) € Tx’?i] équivaut a (s[i], x[i], s[i +1]) € T4 (4.1.5(2)).
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4.1.9. Terminologie: x relie p a ¢ dans A

Etant donné deux états p, g d’un automate A = (Q4, T#) sur un ensemble X et une
séquence x € W(X), nous disons que cette séquence « relie I’état p a I’état ¢ dans A » si le
couple (p, ¢) appartient 2 la relation de transition ®4. Nous posons donc comme définition :

(xrelie pagdans A) & (p,q) € O

L’introduction de cette terminologie n’apporte pas de nouveau concept, mais seulement une
maniére de lire la proposition (p, q) € 4.

Ainsi, dans I’exemple 2 de 4.1.5, nous avons vu que le couple d’états (4, 2) appartient
a la relation de transition ®? de I’automate A considéré, correspondant a la séquence
x = {{b, c,a})). On peut exprimer cela en disant que cette séquence x relie 1’état 4 a 1’état
2 dans cet automate.

Pour tout automate A on a @ﬁ = Idps (4.1.7(2)). Si p et g sont deux états de A, dire
que la séquence A relie p a g dans A équivaut donc a dire que p = ¢, puisque cela équivaut
a (p,q) € Idgs. Autrement dit, dans un automate A, la séquence A relie chaque €tat a
lui-méme et seulement a lui-méme.

4.2 Accepteurs finis

4.2.1. Langages associés aux couples d’états d’un automate
Soit (p, g) un couple d’états d’un automate A sur un ensemble X. Le langage sur X
associé a ce couple d’états dans A, noté Lﬁq, est [’ensemble des séquences x sur X qui
relient p a q dans A:
LA ={x e W(X)|(p,q) € OF}.

Par définition, on a donc pour toute séquence x € W(X):

(1) xeLh & (p.q) €0

On peut omettre I’exposant A de L;‘q lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur I’automate
A dont il est question.

Comme cas particulier de la formule (1), puisque ®4 = Idy, on a, pour deux états p, ¢
quelconques de A:

A _
) Aell & p=gq.

4.2.2. Exemple

Soit X = {a, b} un ensemble a deux éléments distincts et A I’automate sur X représenté
dans la figure 4.3, avec 04 = {1,2,3,4,5}. Une expression réguliere pour chacun des
25 langages L[",‘q (p,q € Q%) de cet automate est donnée dans la figure 4.4. Il existe
une méthode pour « calculer » ces expressions régulieres mais, pour le moment, nous les
admettons comme évidentes. Le fait que tous les langages du tableau soient des langages
réguliers sur ’alphabet X n’est d’ailleurs pas un hasard. C’est une propriété générale des
automates finis que nous démontrerons plus loin (4.3.2).

4.2.3. Accepteurs finis

On appelle accepteur fini sur un alphabet X un triplet (A, I, F) dans lequel A est un
automate fini sur X et I, F sont deux sous-ensembles de I’ensemble d’états Q4, appelés
respectivement 1’ensemble des états initiaux et I’ensemble des états finaux de I’accepteur.
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b
3— 2 442 .5
Figure 4.3
p=1| (aUab)* | (aUab)*a| G | & |
2| b(aUab)* | (ba*a)* g | 0| 9
3 %] %) {A}| b ba
4 %) %) D | {A}] a
5 %) %) D | D | {A)
Figure 4.4

Langages L;‘q de I’automate A de la fig. 4.3

Ces deux sous-ensembles de Q4 peuvent étre quelconques. En particulier ils peuvent étre
vides ou égaux a Q4.

On dit qu’un tel triplet (A, I, F) est un automate « muni » d’un ensemble d’états ini-
tiaux et d’un ensemble d’états finaux. L’automate A est appelé [’automate sous-jacent de
I’accepteur (A, I, F). Il arrive souvent que 1’on désigne un accepteur (A, I, F) par le nom
A de son automate sous-jacent, les données /I et F' étant sous-entendues.

4.2.4. Exemple

La figure 4.5 représente un accepteur fini (A, I, F) sur un alphabet X = {a, b}, dans
lequel I’automate A est caractérisé par

04 =1{1,2,3,4,5}, TA={(1,a,1),(1,a,2),(2,b,1),(3,b, 4), (4, a,5)}
et les ensembles d’états initiaux et finaux sont / = {1, 3} et F = {1, 5}. Les états initiaux
sont désignés par une fleche épaisse qui pointe sur eux. Les états finaux par une fleche
épaisse qui en sort. Une fleche bidirectionnelle pointe sur les états qui appartiennent a la

foisaleta F.
a

() a

=102

Figure 4.5
4.2.5. Langage d’un accepteur fini
Soit (A, I, F) un accepteur fini sur X. Le langage sur X que ’on dit défini par cet
accepteur est I’ensemble des séquences X qui relient un état initial quelconque a un état
final quelconque dans 1’automate A. Nous désignons ce langage par L4.. Sa définition
formelle est

() tir=U(U L)

pel qeF
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Par définition de la réunion d’une famille d’ensembles (1.3.19), et par définition des langages
LI/}q (4.2.1),ona

) xelfy & 3pdg(peletqe Fetxel))

& dpdg(peletge Fet(p,q) e@f).

On dit que les séquences x € L‘I“F sont les séquences acceptées ou par (A, I, F).

En appliquant la formule (2) a la séquence x = A et en tenant compte de 4.2.1(2), on
obtient

3) Ael? & INF #Q.

Exemple. L accepteur (A, I, F) de la figure 4.5 a pour automate sous-jacent A celui
de la figure 4.3, dont les langages L;‘q sont donnés dans la figure 4.4. Pour cet accepteur, on
a, d’apres 4.2.5(1):

Liy =L U Lj5 U Ly U Lgg
=L}, UDUDU LL = (aUab)* U ba.

4.2.6. Exercice

Pour chacun des langages L; (i = 1,...,10) de I’exercice 3.4.9, construire un ac-
cepteur fini minimal (nombre minimum d’états) sur 1’alphabet X = {0, 1, 2} définissant le
langage L;. Les accepteurs proposés doivent permettre de voir facilement que les expressions
régulieres données pour ces dix langages dans la solution de I’exercice 3.4.9 sont correctes.
Pour Ly, en particulier, on peut donner un accepteur a deux états montrant clairement que
Lo = (1 U 0%2)*0*.

4.2.7. Définition: langages L,

Si (A, I, F) est un accepteur fini sur X, nous posons pour chaque état p de A:

A _ A
ey LPF - U qu‘
geF

Par définition de la réunion d’une famille d’ensembles, on a donc
) xely, & 3q(ge Fetxe L))
& 3q(q € Fet(p,q) € ©7).

Ainsi, le langage L;‘F est ’ensemble des séquences sur X qui relient I’état p a un état final

quelconque dans A. Le langage L%, accepté par A (4.2.5(1)) est la réunion des langages
Liy telsque p € I:

3) Ly = J Ly

pel
En appliquant (2) a la séquence x = A, ainsi que 4.2.1(2), on voit que

4 Ael), < pefF.
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Exemple. Pour ’accepteur (A, I, F) de la figure 4.5, on a, d’apres la figure 4.4:

Liy=L%{; UL{s =(aUab)* U D = (aUab)*.
L4, = L% U L4 =b(aUab)* U D = b(aUab)*.
L4, = L% U LS =@ U ba=hba.

Lyy=1Lj U L25:@ Ua=a.

Lgr=Lgy U L§s =D U (A} = {A).

4.2.8. Notation
Si (A, I, F) est un accepteur fini sur X, nous posons pour tout p € Q:

(1) N ={A} N LA

Les trois formules suivantes découlent de cette définition. La formule (2) découle de (1)
d’aprés 4.2.7(4); (3) découle de (2); (4) découle de (3) parce que I N F # O équivaut a
«ilexisteun p € [ telque p € F ».

(2 xeNjp & (x=AetpeF).

{A} sipeF;
3) NI?F:{Q sipéF.

A _ |G siINF=O;
) pLéJINpF—{{A} SINF +£@.

4.2.9. Equations des langages L?F d’un accepteur fini

Pour chaque couple d’états (p, g) d’un automate A sur X, nous désignons par E ;‘q
I’ensemble des séquences élémentaires sur X qui relient p a g dans A. Autrement dit nous
posons

A _ A _
Ed ={x e LA |1gkx) = 1).

Par définition, on a donc
(1) x € E), & (x e L) etlg(x) =1).
On en déduit les formules suivantes (démonstration dans [A]):

(2 VaeX: (a)€E, & (p.aq)eT"

3) E;‘q;EQ & JdaeX:(p,a,q)eTA

Exemple. Pour I’automate fini A de la figure 4.3, les langages E !’?q sont donnés dans
le tableau de la figure 4.6. Les symboles a, b représentent naturellement les langages
élémentaires {{a )}, {{ b))}. Dans cet exemple, aucun des langages E I’,“q ne contient plus
d’une séquence.

Figure 4.6

Langages E Ifq de I’automate
de la figure 4.3.

a oD W N -

QIQIQ|o|m |+
ISIENENEN RS
QA Q| w
Q|| QIQ|
Q» QI Q| &
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Théoréme. Soit (A, I, F) un accepteur fini sur X. Pour tout état p € 04, ona

(4) Ly = |J ELLY U N
q€ Q4

Nous donnons ici une justification tres informelle de ce théoréme — une démonstration
rigoureuse est donnée dans I’annexe [A]. Une séquence x appartient par définition au langage
L;‘F si elle relie I’état p a un état final (quelconque) dans A. Or cela peut se faire de deux
manieres. Ou bien x est la séquence vide, qui relie p a lui-méme et a aucun autre état, et
p appartient a F', ce qui revient a dire que x € NI?F (4.2.8(2)). Ou bien x # A, et alors la
séquence ( x[1]) relie I’état p a un certain état g € Q% lequel est relié lui-méme 2 un état
final par la séquence x| . Cela revient a dire que 'on a { x[1])) € E ;,‘q etx| € Lg‘F, donc

x € E; L}, pour un certain état g € Q.

4.2.10. Exemple
Considérons I’accepteur (A, I, F) de la figure 4.5. Si nous écrivons I’équation 4.2.9 (4)
pour chacun des états p € 04 =1{1, 2,3, 4,5} de cet accepteur, nous obtenons le systeme
d’équations
A AT A AT A AT A AT A ATA A
Lip = E{1Lip U E{QLop U EfgLlyp U EfyLyp U E{g Ly U Nip
A ATA A7 A AT A ATA AT A A
Lyp = E51Lip U EggLop U EqgLzp U EjyLyp U Egg Ly U Nop
A ATA ATA ATA ATA ATA A
L3p = E3LipUE3Lop UEszLyp UE3yLyp UEssLyp U N3y
A AT A ATA AT A AT A AT A A
Lyp = Eg1Lip U EgoLop U Egglyy U EgyLyp U EggLyp U Ny
A ATA AgA ATA ATA AT A A
Lgp = Eg51Lip U EggLop U EggLzp U EgyLyp U Egg Ly U Ngp

En remplacgant les E !’fq par les expressions données dans la figure 4.6. et les N ;;‘F par {A} ou
par & selon la formule 4.2.8(3), on obtient

LYy = al{, U aly, U DLy, U OLy, U DLE. U {A)}
Ly, = bL{, U QLS U DLy, U DLy, U DLE. U O
L, = QLY. U QLS U DLy, U bLy, U DLE. U O
Ly, = QLY. U QLS. U DLy, U DLy, U alf, U O
L, = QLY. U DLy, U DLE,. U DLy, U DL, U (A}

Compte tenu de la formule B = B = & d’algebre de Kleene (3.2.3(4)), le systéme se
simplifie, finalement sous la forme

LY, =aLf, UaLyr U {A}
LSF = bL114F
(1) 1 L3y =bLyy
LQF = aLéF
Lgp = (A).

Nous allons maintenant résoudre ce systeéme d’équations, en utilisant certaines formules
générales d’algebre de Kleene (valables dans toute algebre de Kleene) et une formule parti-
culiere, propre a I’algebre de Kleene des langages sur un ensemble X. Il ne faut pas oublier
que dans toute les équations considérées, les symboles a et b représentent les langages
élémentaires {{a )}, {{b )} et non les éléments a, b de X.
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Des trois dernieres équations (1), on tire
Li-=all, =alA}=a
L5, =bLjy, = ba.
Les deux premieres équations (1) entrainent
L, =alf{, UaLj, U {A}
=alf{, UabL}, U {A}
= (aUab)L{, U {A}.
L’équation
2) 1F =(aU ab)L 1r U {A}

peut se résoudre par rapport a LlF grace a un théoréme particulier propre a 1’algebre de
Kleene des langages sur un ensemble X. Ce théoreme, appelé le théoreme d’Arden, est
démontré plus loin. Il dit qu’une égalité de langages de la forme

3) S=CSUB

équivaut a § = C*B si la séquence vide n’appartient pas au langage C. L’équation (2) est
de la forme (3), si I’on prend

S=L%{,, C=aUab, B={A}.
Comme A ¢ (aU ab), ’équation (2) équivaut a
1F = (aUab)*{A},
a savoir L}, = (aUab)*.

Pour achever la résolution du systeme d’équations (1), il reste a porter cette valeur de L‘f 7
dans la deuxieme équation du systéme, ce qui donne

L%, = b(aUab)*.

Finalement, nous pouvons donner une expression réguliere pour le langage L4 de cet
accepteur en appliquant la formule 4.2.7(3) avec I = {1, 3}, ce qui donne:

L} =L{p UL%, = (aUab)* U ba.

4.2.11. Le théoreme d’Arden
Soient S, A, B des langages sur X. Si A € A, alors

S=ASUB & S=A"B.

Démonstration: voir [A].

4.2.12. Exercice
(a) Soient a, b, c, d des éléments distincts d’un alphabet X. Construire un accepteur
fini (A, I, F) minimal (5 états) pour le langage

(aUbUcUd)*db*b(a U d*c).

Vérifier la construction par calcul de L4, (résolution d’équations), suivant I’exemple 4.2.10.
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(b) Méme exercice (4 états) pour le langage

((aUb)*bc U c)(b* Ub*(aUDb)).

4.2.13. Exercice

Obtenir par calcul (résolution d’équations) une expression réguliere pour les langages
sur ’alphabet X = {0, 1, 2} qui sont définis par les deux accepteurs suivants, en supposant
naturellement que a # b.

I 1 1
0,2 Ca#b 0,2 0,2 Ca#b@ 0,2

Comparer les expressions obtenues avec celles qui sont données dans la solution de I’exercice
3.4.9 pour les langages L7 et Lg.

4.2.14. Théoreme d’Arden généralisé
Un systeme d’équations de la forme

Si=AnSiUApRS U...UA,, S, U B;
(1) S =AnS1UARS U...UAS, UB;
S, =AuS1tUALSU...UA,,S,UB,

pour des langages Sy, ..., S, sur X, dans lesquelles les A;; et les B; sont des langages
donnés sur X et la séquence A n’appartient a aucun des langages A;;, admet une solution
(81, ..., S,) etune seule. En outre, si tous les langages A;; et B; sont des langages réguliers
sur X, alors les langages S, ..., S, de la solution sont des langages réguliers sur X.

Démonstration: voir [A].

4.3 Le théoreme de Kleene

4.3.1. Introduction

Le but de cette section est de démontrer le théoreme suivant (Kleene):

Pour qu’un langage L sur un alphabet X soit un langage régulier sur X (3.4.6), il faut et
il suffit qu’il existe un accepteur fini (A, I, F) sur X tel que L = L%,.

4.3.2. Premiere partie du théoreme de Kleene

Pour tout accepteur fini (A, I, F) sur un ensemble X, le langage L4, défini par A est
un langage régulier sur X.

Démonstration. Leslangages L?F associés aux états p € Q4 d’un tel accepteur (4.2.7)

vérifient les équations
A ATA A
Lpr= U EpgLagr Y Npr-
q€04

Ces équations (une équation pour chaque état p) forment un systeéme d’équations qui est
de la forme considérée dans le théoréme d’Arden généralisé (4.2.14), car la séquence A
n’appartient a aucun des langages E;, (4.2.9(1)). En outre, les langages E;, et N\ (4.2.8)
sont des langages finis sur X, donc des langages réguliers sur X (3.4.7). Par suite (4.2.14),
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les langages LﬁF sont réguliers. Le langage L4, défini par A est la réunion des L;‘F tels que
p € 1 (4.2.7(3)), donc il est la réunion d’un nombre fini de langages réguliers. Par suite,
c’est un langage régulier sur X.

4.3.3. Théoréme
Soient X un ensemble, (A, I, F) un accepteur fini sur X et (S,),c g+ une famille de
langages sur X. Si, pour tout p € Q*, ona

(1) Sy = Ef,Sg U N,
geQ?

alors, pour tout p € Q4,
@) Sp=Lpp-

Démonstration. D’apres le théoreme d’ Arden généralisé, le systeme des équations (1)
(une équation pour chaque p € Q) posséde une solution et une seule (il existe une famille
de langages (S,),c g4 et une seule vérifiant (1)). D’apres le théoreme 4.2.9, les langages
S, = L;‘F sont précisément solution de ces équations. Donc les équations (1) impliquent
les égalités (2).

4.3.4. Théoréme: réunion de deux accepteurs disjoints

Soit X un ensemble et soient (A1, 11, F1) et (A, I, F,) deux accepteurs finis sur X dont
les ensembles d’états Q4! et O sont disjoints: Q' N Q42 = &. L accepteur (A, I, F)
sur X défini par

(1) o =0oMuQt, TA=TMUT", TI=LUL F=FUF,
est tel que

A A
(2) LIIAF = L]]IF] U L]22F2'

Démonstration. La propriété (2) est tout a fait évidente. Le diagramme de 1’accepteur
(A, 1, F) est la simple juxtaposition des diagrammes de (Aj, I}, F1) et de (Aj, I, F3),
représentée symboliquement dans la figure 4.7. Il est évident qu’une séquence x € W(X)
relie un état initial a un état final dans I’accepteur (A, I, F) si et seulement si elle relie un
état initial a un état final dans 1’un ou I’autre des accepteurs (A, 11, F1), (A2, I, F>). D’ou
Iégalité (2).

Ai
L ] |[[1
et = Figure 4.7
. Ay b Réunion de deux accepteurs disjoints.
1 1 1 1 IZIIUIQ,F:Flqu
I J o I ® J
I J Fy
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Pour démontrer (2) formellement, nous admettons que, par définitionde (A, I, F), c’est-
a-dire en vertu de (1), on a

A : A Ay
Efr si(p.q) € O x QM
A _ A : A As.
Ej, =1 Ef si(p.q) e 0™ x Q™
3) @ si(p.g) € (@Y x 0P)U (O™ x OY).
NA _ N;‘llpl Sip € QAI;
pF — NAZ : Ay
oF SIpE Q™.
Une démonstration de (3) est donnée dans [A]. Notre but est de démontrer, a partir de (3), la

propriété suivante de 1’accepteur A, dont 1’égalité (2) se déduit aisément comme on le verra

plus bas:
LY sipe QM
) VpeQt: Lip=1 1" .
Lk, sipe Q.

Pour démontrer cela, nous désignons par S, le membre de droite de 1’égalité de (4), c’est-

a-dire que nous posons, pour tout p € Q4:
Ly sipe QM
Sp = Ay : A
Lok, sipe Q™.

)

Il s’agit donc de démontrer que I’on a Lff r = S, pour tout p € Q4. Pour cela, d’apres le
théoréme 4.3.3, il suffit de montrer que pour tout p € 94, on a:

(6) Sp=|JEp,Sq U N
qe0Q"

Nous démontrons (6) par disjonction des cas p € 04!, p € Q4. Sip € Q% ,ona

A A A
Sp=Loy, = JEpLoL UNDL (5),4.2.9(4)
qeQh
= |JE},S; U N 3)
ge Q™ %)
A A A
= JELS v | Ep, Sq U N A3)
qeQ™M qeQ™
A A
- UquSq U Ny,
q€0"

Si p € 0”2, on a une chaine d’égalités semblable. La propriété (4) est ainsi démontrée. On
en déduit immédiatement (2) comme suit, d’apres 4.2.7(3):

Lir=ULpr = Uty = Uty v UL

pel pe(hUh) pel peDL
_ Ay U Ay _ 1 A Ay
- ULPFI U LPFz - L11F1 U L12F2~
pel pebh

4.3.5. Théoréme: composition en série de deux accepteurs disjoints
Soit X un ensemble et soient (A1, 11, F1) et (A, I, F>) deux accepteurs finis sur X dont
les ensembles d’états Q4! et O sont disjoints: Q4" N Q42 = . L accepteur (A, I, F)
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sur X défini par

0" = oMU ™y
TA =T U TA»U {(p,a,q)|pe Fretdiel,:(i,a,q) € TAZ};
ey I=1I;
F sihNF, =,
={F]UF2 sihNF+Q,
est tel que

A A A
(2) Lir = LI] IF] LIZZFZ‘

Démonstration. On dit que I’accepteur (A, I, F) défini par (1) est construit par com-
position en série des accepteurs A; et A,. Cette construction est illustrée par la figure 4.8.
Le diagramme de A s’obtient en juxtaposant les diagrammes de A; et A, et en ajoutant des
transitions allant des états finaux de A a certains états de A,. De facon précise, pour chaque
transition (i, a, g) de A, telle que i € I, on ajoute une transition (p, a, g) pour chaque état
final p € Fj. Cela est illustré par les deux fleches en pointillé de la figure.

Figure 4.8

Composition en série de deux
accepteurs disjoints.

1 =1.

F = F2 si A Q Lz.
F=FUF SiAELz.

L’égalité (2) est assez évidente « par construction » de 1’accepteur A. Sa démonstration
formelle [A] proceéde comme celle de 4.3.4. Elle part des égalités suivantes:

E si (p,q) € 0% x 0%
UJEZ si(p.g) e Fix 0%
ieh
EA = . A A
rq %) si(p,q) € (Q™ — Fp) x 0%
A) Ep si (p.q) € Q% x Q™
%) si(p,q) € Q% x Q"
A N[?;z si 12 N F2 = @;
Nor = N UNY2 siLNF 4
pF pF 2 2 # :

4.3.6. Théoreme: fermeture d’un accepteur fini
Soient X unensemble et (A, I, F) un accepteur fini sur X. L’accepteur (B, I’, F') défini
par
0% = 0? U {s} ol s estun objettel que s & Q*;
T8 =T*U {(p,a,q)|peFetdiel:(i,a q)eT");
I'=1U {s}
F' =F U {s}

ey

est tel que

(2) L?/F/ = (L?F)*
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Démonstration. Onditque’accepteur (B, I’, F’) défini par (1) est construit par ferme-
ture de I’accepteur (A, I, F). Cette construction est illustrée par la figure 4.9. Le diagramme
de B s’obtient en ajoutant a celui de A des transitions allant des états finaux de A a certains
états de A. De fagon précise, pour chaque transition (i, a, ¢) de A telle que i € I, on ajoute
une transition (p, a, g) pour chaque état final p € F. Cela est illustré par les deux fleches
en pointillé de la figure. On ajoute encore un état isolé s, initial et final.

Figure 4.9
Fermeture d’un accepteur fini.

L’ égalité (2) est assez évidente « par construction » de I’accepteur B. Sa démonstration
formelle [A] procede comme celle de 4.3.4. Elle part des égalités suivantes:

Ep, si (p,q) € (Q* = F) x 0%
Elqu ] E}, U LJ[E{; si(p,q) € F x Q4
) %) - sip=souqg =s;
NE NI;“F sipeQ;
PRl AY sip =s.

4.3.7. Théoreme de Kleene (deuxieme partie)

Pour tout langage régulier L sur un alphabet X, il existe un accepteur fini (A, I, F) sur
X tel que L = L.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme a une grande importance pratique,
car elle contient le principe d’un algorithme de construction d’un accepteur fini pour un
langage régulier L donné.

Soit & I’ensemble des langages élémentaires sur X. On rappelle que les langages
réguliers sur X (3.4.6) sont les langages régulicrement engendrés par S (3.4.4) et constituent
I’ensemble de langages noté Reg(&). Il s’agit donc de montrer que, quel que soit L,

il existe un accepteur fini (A, I, F)
LeR ! .
€ Reg(®) = (sur X tel que L = L4,

Désignons par P (L) le membre de droite de I’'implication ci-dessus, a savoir la propo-
sition: il existe un accepteur fini (A, I, F) sur X tel que L = L;‘F. Nous devons démontrer
que

VL € Reg(&) : P(L).

D’apres le schéma de déduction de 3.4.10, il suffit pour cela de démontrer les cing proposi-
tions suivantes, pour des langages L, L’ quelconques sur X :

(2) Le&= P(L);

(b) P(Q);

(c) (P(L)yet P(L") = P(LUL");
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@) (P(L)et P(L")) = P(LL");
(e) P(L) = P(L").

Proposition (a). La proposition (a) signifie que si L est un langage élémentaire sur
X, alors il existe un accepteur fini (A, I, F) sur X tel que L = L;‘F. Or cela est évident.
Si L = {{a)}, avec a € X, un accepteur pour L est par exemple 1’accepteur (A, I, F)
représenté par le diagramme

=1—% 2=

dans lequel Q4 = {1,2}, T4 ={(1,4a,2)}, I = {1}, F = {2}.

Proposition (b). La proposition (b) signifie qu’il existe un accepteur fini (A, I, F)
sur X tel que L4, = @. Cela est aussi évident. On peut prendre pour A n’importe quel
accepteur dans lequel I = @ ou F = &, car cela entraine LY, = & (4.2.5). Le plus simple
est ’accepteur (A, I, F) dont I’ensemble d’états Q* est vide, ce qui entraine T4 = @ et
I = F = . On peut prendre aussi un accepteur dans lequel les ensembles / et F' ne sont
pas vides mais aucune séquence x € W(X) ne relie un état initial a un état final, par exemple
I’accepteur sans transitions (74 = &) suivant:

=) 1 2 =)

Proposition (c). Supposons que deux langages L, L’ sur X vérifient P(L) et P(L’),
a savoir qu’il existe un accepteur fini (Aq, Iy, F;) sur X tel que L;‘]‘F] = L et un accepteur
fini (A, I, F») sur X tel que L’IL\;FZ = L’. D’apres le théoréme 4.3.4, il existe un accepteur
(A, I, F)sur X tel que L4, = LUL’.Donc P(L U L’) est vraie. Le théoréme en question

fournit en outre une construction de 1’accepteur (A, I, F) a partir des accepteurs (A1, Iy, F1)
et (A2, I, F»).

Proposition (d). Supposons que deux langages L, L’ sur X vérifient P(L) et P(L’),
a savoir qu’il existe un accepteur fini (A, Iy, Fy) sur X tel que L;‘]‘F] = L et un accepteur
fini (As, I, F») sur X tel que L?;Fz = L'. D’apres le théoréme 4.3.5, il existe un accepteur
(A, I, F)sur X tel que L;‘F = LL’.Donc P(LL’)estvraie. Le théoréme en question fournit

en outre une construction de 1’accepteur (A, I, F) a partir des accepteurs (Aj, I, F1) et
(A2, I, F>).

Proposition (e). Supposons qu’un langage L sur X vérifie P(L), a savoir qu’il existe
un accepteur fini (A, I, F) sur X tel que L4, = L. En vertu du théoréme 4.3.6, il existe
un accepteur (B, I', F') sur X tel que L% ., = L*. Donc P(L*) est vraie. Le théoréme en
question fournit une construction de (B, I’, F') a partirde (A, I, F).

4.3.8. Exemple

Les constructions d’accepteurs utilisées dans la démonstration du théoreme de Kleene
(4.3.7) fournissent une méthode systématique (un algorithme) pour construire un accepteur
pour un langage régulier L sur un alphabet X a partir d’une construction génératrice réguliere
de L (3.4.6). Nous illustrons ceci par I’exemple du langage

L= (01U2)*01U{A}
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sur I’alphabet X = {0, 1, 2}. On a pour ce langage la construction génératrice réguliere

Ly =0;
L, =1;
Ly =01=L,Ly;
L4—2;

L5201U2=L3UL4;

Le = (01U2)* = L%;

L7 = (01 U 2)*01 = L6L3;

Lg = @;

Lo ={A}=Lg;
Lijp=(01U2)"01U{A} = L7U Ly.

Des accepteurs pour chacun de ces langages sont construits de proche en proche dans la
figure 4.10, en appliquant les constructions d’accepteurs fournies par les théoremes 4.3.4,
4.3.5, 4.3.6. Les états de ces accepteurs sont représentés par des cercles anonymes. Il est
entendu que dans chacun de ces accepteurs, tous ces cercles représentent des états distincts.
Les arcs en pointillé correspondent aux transitions ajoutées dans une construction.

Il est clair que ces constructions fournissent pour L un accepteur qui est loin d’€tre le plus
simple possible. Normalement, cet algorithme de construction se combine avec deux autres
algorithmes: ’'un qui transforme 1’accepteur ainsi construit en un accepteur déterministe
équivalent; 1’autre qui transforme un accepteur déterministe en un accepteur déterministe
minimal équivalent. Ces questions sont traitées dans les sections 4.4 et 4.5.

4.3.9. Exercice: accepteurs avec transitions invisibles

On ajoute parfois a un alphabet donné X un élément 7 (lettre grecque tau), n’appartenant
pas a X, et ’on considere qu’une séquence x sur I’alphabet augmenté X U {7} représente la
séquence sur X que 1’on obtient en supprimant les occurrences de 7 dans x s’il y en a. Par
exemple, si X = {a, b}, la séquence {(a, 7, a, 7, 7, b)) sur X U {7} représente la séquence
{a,a, b)) sur X.

Un accepteur (A, I, F) sur I’alphabet X U {7}, par exemple 1’accepteur

=0 —> 2=
'\T/
(D T
b

1l—3=

acceptant un langage L sur X U {7} est considéré aussi comme accepteur du langage L’ qui
est obtenu en ignorant les occurrences de 7dans les séquences de L. Par exemple, le langage
sur X U {1} accepté par I’accepteur (1) est le langage

L = (an*(aU 10).

Le langage L’ obtenu en ignorant les occurrences de 7est L’ = a*(a U b). Un accepteur
sur I’alphabet X U {7} est appelé parfois un accepteur sur X avec des transitions invisibles,
celles-ci étant les transitions de la forme (p, 7, ¢), et le langage L’ est appelé le langage sur
X accepté par I’accepteur a transitions invisibles.

(a) Montrer par des constructions appropriées (cf. 4.3.4 4 4.3.7) que pour tout langage
régulier L sur un alphabet X il existe un accepteur a transitions invisibles pour L possédant
un seul état initial i et un seul état final f, ces deux états satisfaisant en outre aux conditions
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Ly =1 =) o1 ro=)
L3=L1Ls =01

Ly = néant
Ly=Li={A}  epomp

Lig=L7ULg = (01 U 2)*01 U {A}

Figure 4.10
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D : D, :
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2 2

4 4

®) ®)

(N =09) (N ={A})
Figure 4.11

suivantes: ils sont distincts (i # f) et il n’y a pas de transition de la forme ( f, a, p), c’est-
a-dire partant de 1’état f, ni de transition de la forme (p, a, i), c’est-a-dire aboutissant a
Iétat i.

(b) Les constructions proposées dans (a) doivent fournir un algorithme de construction
d’un accepteur avec transitions invisibles pour un langage donné par une expression

réguliere. On demande d’appliquer cet algorithme au langage L = (ab U a)* sur I’alphabet
X = {a, b}.

(c) Donner un procédé de construction d’un accepteur sans transitions invisibles sur
un alphabet X, acceptant le méme langage qu’un accepteur donné avec transitions invisibles
sur X. Autrement dit, il s’agit de donner un procédé d’élimination des transitions invisibles.

4.3.10. Exercice: diagrammes syntaxiques réguliers

La figure 4.11 donne deux exemples, D; et D,, de ce que nous appelons des diagrammes
syntaxiques réguliers sur un alphabet X = {a, b, ...}. Ces diagrammes représentent des
langages sur cet alphabet, en I’occurrence les langages réguliers ab*aUb et ab*aUbU {A}.
Formellement, un diagramme syntaxique régulier D sur un alphabet X se compose de six
données:

(1) Un ensemble fini P dont les éléments sont appelés les places du diagramme et
sont représentés par des cercles. Par exemple, dans chacun des diagrammes D, D,, on a
P=1{1,23,4}.

(2) Une relation R dans I’ensemble P, c’est-a-dire un ensemble R C P x P, appelé
la relation de succession entre places. Cette relation est représentée graphiquement par des
«routes a sens unique ». Un couple de places (p, g) appartient a R lorsqu’on peut aller de
p a g en suivant ces routes, sans passer par une place intermédiaire. Dans D; et D;, on a
R ={(1,2),(1,3),(2,2), (2,3}

(3) Un ensemble P; (P; C P) de places initiales. Graphiquement, ce sont les places
auxquelles on peut accéder directement depuis I’entrée du diagramme. Dans les diagrammes
Diet Dy,ona P; ={1,4}.

(4) Un ensemble Pg (Pr C P) de places finales. Graphiquement, ce sont les places
depuis lesquelles on peut accéder directement a la sortie. Dans les diagrammes D; et D5,
ona Pr ={3,4}.

(5) Une application p de P dans I’alphabet X associant a chaque place p un élément
w(p) € X appelé la marque de p. Cet élément est noté dans le cercle qui représente p. Dans
Dy et Dy,ona u(l) =a, u(2) =b, u(3) = a, u(4) =b.

(6) Unensemble N telque N = Jou N = {A}. Ona N = I pour un diagramme dans
lequel on ne peut pas aller de I’entrée a la sortie sans passer par une place (cas de D), et
N = {A} dans le cas contraire (D).
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Un diagramme régulier D composé de ces données est le 6-uple
D= (P,R, P, Pp, u, N).

Un chemin dans D est une séquence de places { p[1],..., p[n]) # A telle que
(plil, pli +1]) € R pour tout i € [1..n — 1] (cette condition est trivialement satis-
faite si n = 1). Par exemple, la séquence de places (2, 2,2,3) est un chemin dans les
diagrammes D, et D,.

Le langage représenté par un diagramme régulier D = (P, R, P;, Pp, i, N) sur X est
I’ensemble

L UN,

ou L est I’ensemble des mots de la forme

(u(p1D, n(pl2D, ..., u(plnl) )

ou { p[ll, ..., p[n]) estun chemin dans D tel que p[1] € P; et p[n] € Pp. Un tel chemin
est appelé un parcours du diagramme.

Par exemple, la séquence de places ( 1, 2, 2, 3 )) est un parcours du diagramme D,, donc
le mot {a,b,b,a) = (), u2), n(2), u(3) ) appartient au langage représenté par ce
diagramme. Ce mot appartient aussi au langage représenté par D;.

Questions

(a) Montrer au moyen de constructions appropriées (cf. démonstration du théoréme
de Kleene (4.3.7) sur les accepteurs finis) que tout langage régulier L sur un alphabet X
peut étre représenté par un diagramme syntaxique régulier sur X. Ces constructions seront
définies de maniere précise, basée sur la définition formelle d’un tel diagramme donnée
ci-dessus. Elles doivent fournir un algorithme permettant de construire un diagramme D
représentant L a partir d’une construction génératrice de L (cf. 4.3.8).

0,1,2 0,2 0,2
l:()Q 1 b 0 C 0 d =) C:OQ:L*Q
1

(L

© ® é)

Figure 4.12

(b) Montrer d’une autre manieére que pour tout langage régulier L sur un alphabet X il
existe un diagramme syntaxique régulier qui représente L. La preuve consistera cette fois a
donner un procédé (algorithme) de construction d’un diagramme syntaxique pour un langage
régulier L a partir d’un accepteur fini donné pour L —il en existe un d’apres le théoreme
de Kleene (4.3.7). Deux exemples d’accepteurs sont donnés dans la figure 4.12 avec les
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diagrammes syntaxiques qui leur correspondent suivant cet algorithme. Observer que le
nombre de places du diagramme syntaxique est égal a celui des transitions de 1’accepteur a
partir duquel il est construit. On appliquera le procédé de construction proposé a 1’accepteur
suivant, acceptant le langage Ly de ’exercice 3.4.9:

1,2 0
o ()
& a 5 b =
(c) Montrer que pour tout diagramme syntaxique régulier D sur un alphabet X, le
langage représenté par D est un langage régulier sur X. Pour cela, on donnera un procédé de
construction fournissant, pour tout diagramme D de cette espece, un accepteur fini (A, I, F)

sur X équivalenta D, en ce sens que le langage défini par (A, I, F') est celui qui est représenté
par D. On conclura d’apres le théoreme de Kleene 4.3.2.

(d) Montrer d’une autre maniére que pour tout diagramme syntaxique régulier D sur un
alphabet X, le langage représenté par D est un langage régulier sur X. La preuve consistera
cette fois a associer a chaque place p du diagramme le langage L, qui est I’ensemble des
mots de la forme { u(q[1]), ..., u(gln]) ) ou {q[1], ..., g[n]) est un chemin dans D tel
que g[1] = petg[n] € Pr, et amontrer que ces langages satisfont a un systeme d’équations
dont la forme permet de répondre a la question.

4.4 Automates finis déterministes

4.4.1. Définitions
On dit qu’un automate fini A = (Q4, T4) sur X est déterministe, si, pour chaque x € X,
la relation relation de transition élémentaire

TA={(p.q) | (p.x.q) €T}  (4.1.5(1))

est une fonction, appelée naturellement la fonction de transition élémentaire T* de A. Si,
en outre, pour chaque x € X, le domaine de cette fonction est égal 2 Q*, on dit que A est
un automate déterministe complet. Dans ce cas, pour chaque x € X, la fonction 7 est une
application de Q* dans lui-méme.

Un accepteur fini (A, I, F) sur X est dit déterministe (resp. déterministe complet) lors-
que I'automate A est déterministe (resp. déterministe complet) et lorsque 1’ensemble /
possede un élément i et un seul: I = {i}.

4.4.2. Exemple

La figure 4.13 contient les diagrammes de trois accepteurs sur 1’alphabet X = {0, 1},
pour un méme langage L. Le premier de ces accepteurs n’est pas déterministe. On parle d’un
accepteur non déterministe. L automate A n’est pas déterministe, car sa relation de transition
élémentaire TOA = {a > a, a > Db} n’est pas une fonction (on suppose naturellement que
a, b, ¢, d sont des objets distincts.

L’accepteur (B, I, F) de la figure 4.13 est déterministe. Ses deux relations de transition
élémentaires

TS = {a+ b,b+> b}, Tf ={a+> c,b>d,c > d}

sont des fonctions. Comme les domaines de ces fonctions, Dom7§ = {a, b}, DomT} =
{a, b, c} ne sont pas égaux a ’ensemble d’états Q8 = {a, b, c, d}, I’accepteur B n’est pas
complet.
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A non déterministe B déterministe C déterministe complet

® O O

==, —a—23 @—v =22 3b=
N [ [

c———d

/ 1 1 =c—F—d=p =c—g—d=b

=) b (x \%),1
S

Figure 4.13

Trois accepteurs finis pour le langage L = 0t U0T1 U1 U 11
sur ’alphabet X = {0, 1}.

L’accepteur C est construit en ajoutant des transitions a I’accepteur B de maniere a le
rendre déterministe complet, sans changer le langage accepté. On introduit pour cela un
nouvel état s, et I’on ajoute des transitions qui ont toutes s comme état d’arrivée. Dans cet
accepteur, on a

Tocz{ar—>b,br—>b,0|—> s,d— 8,8 s}

T1C={ar—> c,b—~d,c—~d,d+— s,s— s}

Ce sont des fonctions de domaine Q¢ = {a, b, c, d, s}. En outre I’accepteur C a un état
initial et un seul. Il est donc déterministe complet.

4.4.3. Théoreme

Si A est un automate déterministe sur X, alors, pour toute séquence x € W(X), la
relation de transition ®4 (4.1.5, Déf. 2) est une fonction, appelée naturellement la fonction
de transition de A associée a x. Si A est un automate déterministe complet sur X, alors,
pour toute séquence x € W(X), la fonction de transition ©4 est une application de Q* dans
lui-méme (©4 : 04 — Q0%).

Démonstration. Supposons que A = (Q, T) soit un automate déterministe. Nous
démontrons la proposition

Vx e W(X) : ®f est une fonction

P(x)

par induction structurelle dans W(X) (2.2.7). La proposition P(A) est vraie parce que
©4 =1dg (4.1.5(5)) et Id est une fonction. Pour touta € X, ona ©f,) = T} (4.1.7(3))
et T est une fonction par hypothése (A déterministe). Soient x, y deux séquences sur X
et supposons que les relations de transition ©4 et @;‘ soient des fonctions. Alors la relation
@fy = @;‘@f = @;* o @4 (4.1.7(4)) est une fonction, puisque la composée de deux
fonctions est une fonction (1.3.22).

On raisonne de maniére semblable, en supposant que A est un automate déterministe
complet, pour démontrer

Vx e W(X) : @;‘ est une application de Q dans Q.
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4.4.4. Théoréme
Soit (A, {i}, F) un accepteur fini déterministe complet sur X. Quels que soient p, g €
O%etx e W(X),ona

(1) (p.q) € O & g =06%(p).
2 xell, & OXp €eF.

Démonstration. Si p € Q*, la premiére de ces formules découle immédiatement de
ce que @f est une fonction de domaine Q4 (4.4.3, 1.3.10). La deuxiéme formule découle
de la premiere:

xeLl < 3q(q e Fet(p.q) €O 42.7(2)
& 3q(q € Fetqg = 0L (p))
& @4 (p) e F.

4.4.5. Transformés de I’ensemble d’états initiaux

Soient X un ensemble et (A, I, F) un accepteur fini sur X. Une séquence x € W(X)
appartient au langage L., par définition (4.2.5), si et seulement si elle relie un état initial &
un état final dans A. Une méthode pratique pour déterminer si x appartient 2 L4, consiste a
déterminer I’ensemble S de tous les états de A qui sontreliés par x a un état initial quelconque
et a regarder s’il y a dans cet ensemble S un état final. De facon précise, cet ensemble S est
I’ensemble des états g de A qui vérifient la condition

Ap(p € L et (p, q) € O).

Autrement dit, S est le transformé de 1’ensemble / par la relation de transition @;‘, ensemble
qui est noté O (1) (1.3.23) et qui est caractérisé par:

g € OHI) & 3p(pelet(p, q) €O

Nous dirons que I’ensemble O (1) est le transformé de I’ensemble I par la séquence x dans
A. La séquence x est acceptée par (A, I, F) si et seulement si I’ensemble @;‘(I )} contient
un état final. C’est ce qu’énonce de fagon générale le théoréme suivant, qui est assez évident
d’apres les remarques qui précedent.

Théoreme. Soient X un ensemble et (A, I, F) un accepteur fini sur X. Pour toute
séquence x € W(X),on a

xell, & OHI)NF #.

Calcul du transformé ©4(I). Etant donné un accepteur (A, I, F) sur X etune séquen-

cex = (x[1],...,x[n]) € W(X), il y a deux manieres de déterminer 1’ensemble G);?(I).
La premiere est d’appliquer la formule de récurrence
0 @AU)— 1 six = A;

TN T O (D) six # A

Cette formule découle de la formule de récurrence 4.1.5(5) et des théoréemes 3 et 6 de 1.3.23,
le premier étant appliqué a la relation composée T;El] ®?¢ = ®f¢ o T;El]. L’ autre méthode est
de déterminer pour chaque état p € I ensemble des états g tels que (p, g) € ©F d’apres
4.1.8 et de réunir les ensembles ainsi obtenus.

Exemple. Soient X = {0, 1} et (A, I, F) I’accepteur de la figure 4.14, avec 04 =
{a, b, c}, ol nous supposons que a, b, ¢ sont distincts. On a

®?0,1,0))<I> = {a, b}.
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En posant x = {0, 1, 0)), cela peut se calculer de proche en proche, d’apres (1):
O (1) = T3 (T (T (1))
= Tg(T{{(T5' ({a, c})))
= T¢(T{ ({a. b, c}))
= Tg'({b, c})
= {a, b}.

L’ autre méthode (4.1.8) est de déterminer toutes les séquences d’états s = {(s[1], ..., s[4])
telles que I’on ait s[1] € I et telles que 1’on ait dans A les transitions

s[1] 0 s[2] ! s[3] L) s[4].

L’ensemble @;‘ (I) est I’ensemble des états s[4] de ces séquences d’états. On obtient aussi
@f(l) = {a, b} et 'on voit que la séquence x = {0, 1,0} appartient au langage L}‘F
puisque que I’ensemble @f (I) contient un état final (état b).

0,1

0
=>a————b=>  Fjgured.14

N

4.4.6. L’accepteur déterministe D(A) associé a un accepteur A

Nous allons présenter dans ce paragraphe une construction qui associe a tout accepteur
fini (A, I, F) sur un alphabet X un accepteur fini déterministe complet sur X définissant
le méme langage que 1’accepteur A. Nous désignerons cet accepteur déterministe complet,
associé a (A, I, F), par D(A, I, F) ou simplement par D(A), les ensembles I et F étant
sous-entendus. Nous commencons par un exemple.

Exemple. 1’accepteur déterministe D(A) associé a ’accepteur (A, I, F) de la figure
4.14, sur I’alphabet X = {0, 1}, est représenté dans la figure 4.15. On remarque d’abord
que chaque état de D(A) est un sous-ensemble de 1’ensemble d’états de A. En fait, les états
de D(A) sont tous les sous-ensembles de Q4 de la forme ®;‘(1) tels que x € W(X). Bien
qu’il existe une infinité de séquences x sur X, il n’existe qu’un nombre fini d’ensembles
®4(I) distincts, puisque ces transformés sont des sous-ensembles de I’ensemble fini 04 et
un ensemble fini ne posseéde qu’un nombre fini de sous-ensembles distincts. L’ensemble /
est lui-méme un état de D(A), puisqu’il est égal a @ﬁ (I) (4.4.5(1)). Cet ensemble I est en
outre I’unique état initial de 1’accepteur D(A), cela fait partie de sa définition.

Les transitions de 1’accepteur D(A) sont tous les triplets de la forme (S, a, TMA(S)) ou
S est un état de D(A) et a € X. Par exemple, on a dans D(A) la transition

({a, c},0,{a, b, c})

parce que TOA({a, c}) = {a, b, c}. De cette définition des transitions de D(A), il découle la
propriété essentielle suivante que nous démontrerons plus bas: une séquence x sur X relie
Uétat I a un état S dans I’accepteur D(A) si et seulement si S = @;‘ (I).

Les états finaux de I’accepteur D(A) sont par définition les états S de D(A) tels que
SN F # . Dans cet exemple, ce sont les ensembles S qui contiennent I’un ou 1’autre
des états b, c (états finaux de A), soulignés dans la figure 4.15. En vertu de la propriété
essentielle énoncée ci-dessus et du théoreme de 4.4.5, une séquence x relie 1’état initial /
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0 1

0 1
{a} | {b,c} @
{b} {b} {b, ¢}
{c} {a}

Q|IQ

=) {a,c} | {a, b, c}
{a,b,c} | {a,b,c} {b,c}
%) %)

{b, c} {a, b} {b, c}

{a, b} {b, c} {b, c}

Q

Figure 4.15
Construction de I’accepteur déterministe complet D(A)
associé a I’accepteur A de la figure 4.14

de D(A) a un état S final de D(A) si et seulement si elle appartient au langage L4,.. Donc
le langage défini par D(A) est le méme que le langage défini par A.

La construction de ’accepteur D(A) s’effectue commodément au moyen d’un tableau
(figure 4.15). Dans la premiere partie de ce tableau on note les transformés par TOA (colonne
0) et par T1A (colonne 1) des sous-ensembles a un seul élément de Q4 ({a}, {b}, {c}). On a
par exemple (d’apres la figure 4.14) Tg'({a}) = {b, c} et T{*({a}) = &. Dans la deuxiéme
partie du tableau, toutes les transitions de D(A) sont déterminées de proche en proche. On
part de ’ensemble I = {a, c}, qui est I’état initial de D(A), et ’on détermine d’abord
les transformés TOA(I ) et TlA(I ). Ce sont les ensembles {a, b, c} et &, qui sont donc deux
états de D(A) distincts de /. La premiere partie du tableau sert a calculer commodément
le transformé d’un ensemble quelconque S C Q au moyen de la formule 1.3.23(6). Par
exemple

Tg'({a. c}) = Tg'{{a}) U Tg'({c}) = (b, c} U {a} = {a, b, c};
T{{{a.c)) = T{'({a}) U T{{{c}) =B UD = 2.

On détermine ensuite les transformés par TOA et T1A de ces deux nouveaux ensembles
{a, b, c} et D. Seul le transformé TiA({a, b, c}) = {b, c} est un état de D(A) distinct des
précédents. On détermine donc les transformés par 7' et TlA de ce nouvel ensemble et ainsi
de suite. La construction s’arréte lorsqu’on n’obtient plus de nouvel ensemble.

Définition. 1 accepteur déterministe D(A) associé€ a un accepteur fini (A, I, F) sur X
est défini comme suit:

(1) Etats de D(A)

Les états de D(A) sont tous les transformés de I’ensemble initial / par une séquence
x € W(X). De facon précise, en désignant par QP™ I’ensemble des états de D(A), on a
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par définition:
Se QPW & Ix e W(X): S=0%).

11 est clair que tous les états de D(A) sont des sous-ensembles de Q* puisque I C Q* et,
pour toute séquence x € W(X), ©4 est une relation dans Q4.

(2) Transitions de D(A)
Les transitions de D(A) sont les triplets (S, a, T*(S)) ou S est un étatde D(A) eta € X.
Il faut s’assurer évidemment que la troisiéme composante d’un tel triplet est un état de
D(A), a savoir qu’il existe une séquence y € W(X) telle que TaA (S) = G);‘ (I'). Montrons-le.
Supposons que S soit un état de D(A) et que a € X. Par définition d’un état de D(A), il
existe une séquence x € W(X) telle que S = ®f (I). Pour une telle séquence x, on a

TA(S) = TA(OA(I)) = (TA 0 ©M)(I)  1.3.23, théoreme 3

= (©(,y 0 ONH(I) 4.1.7(3)
= (©20],)(I)
= 0%,y () 4.1.7(4).

Il existe donc une séquence y sur X, a savoir y = x{(a ), telle que 7,(S) = @f([ ), donc
T,(S) estun état de D(A) (1).

(3) Etat initial de D(A)
L’unique état initial de D(A) est le sous-ensemble / de Q. Il s’agit bien d’un état de A,
puisque I = Idg(I) = ®4(I).

(4) Etats finaux de D(A)
Les états finaux de D(A) sont tous les états S de D(A) tels que SN F # <.

4.4.7. Théorémes: propriétés de I’accepteur D(A)

Soit (A, I, F) un accepteur fini sur X. L’accepteur D(A) défini par 4.4.6(1) 2 4.4.6(4)
a les propriétés suivantes:

(1) D(A) est déterministe et complet.

(2) Pour toute séquence x € W(X), on a
(I,S5) € @PW o § = 04(I).

(3) Le langage défini par D(A) est le langage L4, défini par A.
On dit que les accepteurs A et D(A) sont équivalents.

(4) Chaque état de D(A) est accessible depuis I’état initial I, en ce sens que,
pour tout état S de D(A), il existe une séquence x € W(X) reliant 7 a S.

Démonstration: voir [A].

4.4.8. Exercice

Soit X = {a, b, c, d, —} un alphabet a cinq éléments distincts, dont un élément, désigné
par _ est appelé « espace ». On appelle mot propre sur X tout mot sur X dans lequel il n’y
a pas d’espace. Construire un accepteur minimal A (non déterministe, quatre états) sur X,
acceptant I’ensemble des mots de la forme x;y;--- x,y,, oun > 1et:
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e les x; sont des mots propres se terminant par ab ou par ba;

e y; € _tpourtouti € [1..n — 1] (rappel: =" = *), donc les x; sont séparés par
un ou plusieurs espaces;

e y, € ™ (il peut y avoir des espaces a la fin).

Construire I’accepteur déterministe complet D(A).

4.4.9. Théoréme
Pour tout langage régulier L sur X, il existe un accepteur fini déterministe complet
(A, {i}, F) dans lequel tout état est accessible depuis I’état initial et tel que L = L,AF-

Démonstration. Supposons que L soit un langage régulier sur X. D’apres le théoreme
de Kleene (4.3.7), il existe un accepteur fini (A, I, F) sur X tel que L = L‘I“F. Le théoreme
découle immédiatement de 1’équivalence d’un tel accepteur avec 1’accepteur déterministe
complet D(A) correspondant (4.4.7).

4.4.10. Accepteur complémentaire d’un accepteur déterministe complet

Théoréme. Soient (A, {i}, F) un accepteur déterministe complet sur X, et soit F =
QA —F I'ensemble complémentaire de F' par rapport a Q4. Le langage défini par I’accep-
teur (A, {i}, F') est le complément du langage accepté par A, par rapport a W(X):

LL = Lfi = W(X) — L.

Nous disons que I’accepteur (A, {i}, F)est I’accepteur complémentaire de (A, {i}, F).
Les deux accepteurs ont le méme automate sous-jacent A et le méme état initial .

Démonstration. Pour toute séquence x € W(X), on a

xe Ly ©x gL & 0ON)¢F 4.4.4(2)
& OMi)eQet®i) ¢ F O4(i) € Q est vrai
& 04i)eF F=Q-F
@xeL% 4.4.4(2).

Corollaire. Pour tout langage régulier L sur X, le langage complémentaire L =
W(X) — L estun langage régulier sur X.

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoréme, d’apres 4.4.9.

Exemple. Deux accepteurs déterministes complets sur 1’alphabet X = {0, 1}, complé-
mentaires 1'un de I’autre, sont représentés dans la figure 4.16. L’état initial des deux est
i = a. Pour toute séquence x € W(X),ona @f (i) € Fou @f(i) € F,dans le sens exclusif

du mot « ou ». Donc les langages de ces deux accepteurs sont complémentaires en vertu de
4.4.4(02).

NB. Lanotion d’accepteur complémentaire d’un accepteur (A, I, F) n’est définie que
dans le cas ou cet accepteur est déterministe et complet.

4.4.11. Exercice
Nous nous référons a I’exercice 3.4.9. Le langage complémentaire du langage Lg sur
I’alphabet X = {0, 1, 2} est’ensemble des mots sur cet alphabet qui comportent une syllabe
01, a savoir le langage
L=(0U1U2)*1(0U1U?2)*"
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(A, {i}, F) (A, {i}, F)
0 0
= a—0 3p'=p <—>ai»(1->
1 Jl 1{ Jl
=c—d =) c———d

1 1
(\/),1 (\ 0,1

s S x =)
oa(" o)
F ={b, c,d} F ={a,s)

Figure 4.16
Accepteurs complémentaires sur X = {0, 1}

Construire un accepteur déterministe complet pour Lg en procédant comme suit: construire
un accepteur minimal A (non déterministe) pour L; construire 1’accepteur déterministe
complet associé D(A); prendre le complémentaire de celui-ci (4.4.10).

4.4.12. Théoreme: intersection de deux langages réguliers
L’intersection L N L’ de deux langages réguliers L, L’ sur un alphabet X est un langage
régulier sur X.

Démonstration. En désignant par L le complément d’un langage L sur X par rapport
a W(X), on a pour deux langages L, L' sur X :

LNL =LUL.

Le théoréeme découle donc du corollaire 4.4.10 et du fait que la réunion de deux langages
réguliers sur X est un langage régulier sur X (3.4.7).

4.4.13. Exercice

Soit M I’ensemble des mots sur I’alphabet X = {0, 1, 2} qui comportent un nombre
pair de O ef un nombre pair de 1.

OnaM = LNL’ ouL est’ensemble des mots sur X qui comportent un nombre pair
de 0 et L’ ’ensemble des mots sur X qui comportent un nombre pair de 1. On demande
de construire un accepteur fini pour M en partant de deux accepteurs (avec des ensembles
d’états disjoints) pour les langages L et L’ (voir solution de I’exercice 3.4.9) et en effectuant

les constructions d’accepteurs correspondant a la formule M = L U L' .

4.5 L’accepteur canonique d’un langage régulier

4.5.1. Dérivés d’un langage
Soit L un langage sur X. Pour tout x € W(X), on appelle dérivé de L (ou reste de L)
par rapport a x et I’on note D, L ’ensemble des mots y sur X tels que le mot xy appartient
alL:
D, L={yeWX)|xyelL}



Chap. 4. Automates finis 107

Par définition on a donc, quels que soient x, y € W(X):

(D yeD,L & xyel.

Exemple. Soient X = {0, 1, 2} et L, (resp. Limpair) I’ensemble des mots x € W(X)
qui contiennent un nombre pair (resp. impair) de 1. Pour tout x € W(X), on a

D.L. . — Lpair S1x € Lpair;
x pair — :
p Limpair S1x € Limpair-

En effet, si x € L, alors, pour toute séquence y € W(X), le nombre d’occurrences de 1
dans la séquence xy est pair si et seulement si y € L, donc:

y e Dprair < Xy € Lpair (1)
SIS Lpairs

Par contre, si x € Ljypqir, le nombre d’occurrences de 1 dans la séquence xy est pair si et
seulement si y € Liypair, donc: y € Dy Lpir < Xy € Lpuir < Y € Limpair-

4.5.2. Théoréemes
Soient L, L’ des langages et x, y des séquences sur X. On a:

(1) DsL=L.

(2) Dy L = Dy(D;L).

(3) D.(LUL')=D,L U D,L'.
4 AeD/L&xel.

(5) DD =.

(6) D, (W(X)) = W(X).

Démonstration : voir [A].

4.5.3. Théoreme

Soit (A, {i}, F) un accepteur fini déterministe complet sur X, et soient p et g deux états
de A. Pour tout x € W(X), on a

q=0.(p) = L?F = DXL?F'
Démonstration. Soit x € W(X) et supposons que ¢ = @4 (p). Pour toute séquence
y € W(X),ona
yeELj ©O)q) eF 44402
& O7(O1(p) e F

& (O 00N (p) e F
& (020N (p) e F

< O0(p)eF 4.1.7(4)
S xyell, 44402
& yeD Ly

Donc L} = DLy
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4.5.4. Théoreme
Soient (A, {i}, F) un accepteur déterministe complet sur X dans lequel tous les états
sont accessibles depuis I’état initial i et soit L = LZ.. La fonction

(1) (rpeQ*:Lyy)

est une application surjective de I’ensemble Q4 dans I’ensemble des dérivés du langage L,
a savoir I’ensemble £ = {D, L | x € W(X)}.

Démonstration. Dire que la fonction (1) est une application de Q* dans 1’ensemble
E = {D,L|x € W(X)}, c’est dire que pour tout p € Q*, le langage L/ appartient 2
cet ensemble E, autrement dit qu’il existe une séquence x € W(X) telle que LI/}F = D,L.
Montrons cela. Soit p € Q4. En vertu de I’hypothese d’accessibilité faite sur A, il existe une
séquence x € W(X) telle que p = @4 (i). Pour une telle séquence x, on a L;‘F = D,L{ =
D, L, dapres 4.5.3. Donc L), € E.

Dire que la fonction (1) est une application surjective de Q4 sur E, c’est dire que pour
toute séquence x € W(X) il existe un p € Q* tel que DL = L. Montrons cela. Soit
x € W(X). Comme I’accepteur déterministe A est complet, on a Dom®% = 04, donc
i € Dom@jcx et par suite @;‘(i) e Q4. Soit p = @;‘ (i). D’apres 4.5.3,ona D, L = L?F.

4.5.5. Théoreme
Tout langage régulier L sur un alphabet X posséde un nombre fini de dérivés distincts.

Commentaire. 1lfaut bien distinguer la famille (D, L), ¢ w(x) des dérivés de L, a savoir
la fonction (Ax € W(X) : D, L) qui fait correspondre a chaque séquence x € W(X) le
langage D, L (1.3.18). Le domaine de cette fonction est I’ensemble W(X), infini si X # O.
Le théoréme affirme que si L est un langage régulier sur X, la portée de cette fonction, a
savoir I’ensemble de langages £ = {D, L | x € W(X)} est un ensemble fini.

Démonstration. Soit L un langage régulier sur X et soit (A, {i}, F) un accepteur
déterministe complet dans lequel tout état est accessible depuis 1’état initial et tel que
L = L%.. Un tel accepteur existe, d’apres le théoreme de 4.4.9. D’apres 4.5.4, il existe
une application surjective de I’ensemble fini Q# dans 1’ensemble E des dérivés de L. Cela
implique que cet ensemble E est aussi fini.

4.5.6. Langages non réguliers

Le théoréme 4.5.5 fournit une méthode pour montrer qu’un langage donné L sur un
alphabet X n’est pas régulier. Cette méthode consiste a montrer que L possede une infinité
de dérivés distincts.

Pratiquement, pour montrer de cette maniere qu’un langage L sur X n’est pas régulier, il
s’agit de trouver une famille (x)x e v de mots sur X telle que tous les langages Dy, L soient
distincts, c’est-a-dire telle que 1’on ait, quels que soient k, k" € IN:

k#k'= Dy L#D,,L.

Pour prouver cette derniere inégalité, il suffit de trouver un mot qui appartient a I’un des
deux langages Dy, L, Dy, L et n’appartient pas a Iautre.

Exemple 1. Le langage
L = {0”1"|n E]N}
= {A, 01,0011, 000111, ...}

sur I’alphabet X = {0, 1} n’est pas un langage régulier sur X. En effet tous les dérivés Do« L
(k € IN) sont distincts:
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DyL=1L
DoL = {1,011, 00111, ...} = {0"1"" | n € IV}
DooL = {11,0111,001111, ...} = {0"1"*? |n € IN}

Dy L = {0"1"* | n € IN}.
Le mot le plus court de Dy L est le mot 1% de longueur k. Donc, si k # k’, alors Dor L #

D' L, car le mot le plus court de I'un de ces deux langages n’appartient pas a I’autre.

Exemple 2. Soit X un alphabet possédant au moins deux éléments distincts. Le langage
L ={xx|x € W(X)}
n’est pas un langage régulier sur X.

Démonstration. Par définition de L, on a
yeL & IAx e WX) :y =uxx.

Par suite, pour tout x € W(X) ona xx € L, donc x € D, L (4.5.1(1)). Soient a et b deux
éléments distincts de X. On voit facilement que tous les dérivés de L de la forme D L
(n € ) sont distincts, en ce sens que si m # n, alors Dymp L £ Dynp L.

En effet, supposons que m # n. Le mot x = a™b appartient a D nj, L. Montrons qu’il
n’appartient pas a D, L. On raisonne par 1’absurde en supposant que a™b € D,npL.
Cette hypothese entraine que a"ba™b € L, donc que la séquence a"ba™b admet une
décomposition a”ba™b = xx, en deux facteurs x identiques. C’est évidemment impos-
sible. Par exemple, le mot aabaaaab ne se décompose pas en deux facteurs identiques.

4.5.7. Exercice

Montrer que les langages suivants ne sont pas des langages réguliers.

(a) L’ensemble des mots sur ’alphabet X = {0, 1} qui comportent le méme nombre
deOquede 1. L ={A,0011,0101, 0110, 1001, 1010, 1100, ...}.

(b) L’ensemble des mots de la forme 0™1" avec m > n (m,n € IN) sur ’alphabet
X =1{0,1}.

(c) L’ensemble des mots de la forme a" (n € W) sur un alphabet X tel que a € X.
L ={a%al a* a’ ...} ={A, a, aaaa, aaaaaaaaa, ...}.

4.5.8. Exercice

On considere ’alphabet X = {0,1,2,...,7} dont les éléments sont les vecteurs-
colonnes suivants:

[ -l -l

Une séquence non vide sur cet alphabet, par exemple la séquence

(O] L0770
(1) x=(2,7,4,0) = 1:||:1:||:0:||:0:|
LOJLTIJLTIILO

peut étre considérée comme une matrice a trois lignes, et nous considérons chacune de ces
trois lignes comme un nombre représenté dans le systéeme de numération binaire avec les
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bits de poids faibles a gauche. Les trois nombres représentés par une séquence
aj ay
x=|b || b,
Cl Cn

ao(x) :20611 +21a2+.__+2n—1an
Bx) = 2%y +2'by + - + 2" b,
y(x):20c1+2162+_”+2n—lcn'

de longueur n # 0 sont donc

Soit L I’ensemble des séquences x non vides (x # A) sur I’alphabet X pour lesquelles le
nombre y (x) est le produit arithmétique des nombres «(x) et 8(x). Par exemple, la séquence
(1) appartient au langage L, puisque les nombres «(x), 8(x), y (x), pour cette séquence x,
sont respectivement 2, 3 et 6.

On demande de montrer que L n’est pas un langage régulier sur X. Pour cela, considérer
les dérivés de L par rapport aux séquences x; de la forme

0 071
xk:0k3:|:0i|---|:0i||:li| k> 1).
0 0lLo

———
k

4.5.9. Exercice

(a) En se basant sur I’exercice 3.1.10, démontrer les formules suivantes, pour deux
langages A, B quelconques sur un alphabet X et une séquence quelconque x € W(X):

y € (D:A)B
ou
1 € D,(AB o
1 Y (48) & il existe une séquence u sur X telleque y € D, B
et telle que x = au pour une séquence a € A.
(2) Six #A,

y € D (A*) & {il existe une séquence a sur X telle que y € (D,A)A* }

et telle que x = «a pour une séquence @ € A*.

(b) Montrer que I’on peut déduire directement de ces formules et de 4.5.2(3) que tout
langage régulier A sur X possede un nombre fini de dérivés distincts. On raisonne pour
cela par induction structurelle dans 1’ensemble des langages réguliers (3.4.10, 3.4.11), en
considérant la proposition P(A) suivante:

A possede un nombre fini de dérivés distincts.

11 suffit de montrer que cette proposition est vraie pour le langage A = & ainsi que pour tout
langage élémentaire A = {{a ))} sur X, et, qu’en vertu des formules mentionnées, P(A) et
P(B) impliquent P(A U B); P(A) et P(B) impliquent P(AB); P(A) implique P(A*).

4.5.10. L’accepteur canonique d’un langage régulier. Exemple

Soit L I’ensemble des mots sur 1’alphabet X = {0, 1,2} qui se terminent par 100
(Exercie 3.4.9). On a pour ce langage I’expression réguliere

(1) L = (0U1U2)*100.
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Do Dy Dy

L L L UO00 L

LUO0| LUO L UO00 L

LUO|LU{A} LUOO L

LU{A} L LUO00 L
Figure 4.17

1 /—1\
0,2 CL — D1L < . > DioL ——— D1ooL =

\\ 4

0,2

Figure 4.18
L’accepteur canonique A(L) du langage L = (0 U 1 U 2)*100
sur I’alphabet X = {0, 1, 2}

Il est facile de voir que L posseéde exactement quatre dérivés distincts, a savoir

DL =1L
D{L =LUOQOO
2
2) DioL=LUO

DiooL = LU {A}.

Le fait qu’il n’y a pas de dérivé de L autre que 1’'un des quatre langages (2) se voit en
construisant un tableau des dérivés de L tel que celui de la figure 4.17. Dans la premiere
ligne de ce tableau, on note les dérivés de L par rapport aux séquences €lémentaires O,
1,2: DoL = L, D1L = L U000, DyL = L. Ces trois dérivés se déterminent ais€ément
d’apres la définition de L et celle des dérivés (4.5.1). Par exemple, x € DoL < Ox € L
et il est clair que Ox appartient a L, c’est-a-dire se termine par 100 si et seulement si x se
termine par 100, donc si et seulement si x € L. Dot DgL = L. D1L = L U 00 parce
que x € D1L & 1x € L < 1x se termine par 100 < (x € Loux = 00). La ligne
suivante contient les dérivés du nouveau langage L U 00 obtenu dans la premiere ligne
par rapport aux trois séquences élémentaires et fait apparaitre un nouveau langage, a savoir
Do(L U00) = L U 0. Cette égalité s’obtient en appliquant la formule 4.5.2(3):

Do(L U00) = DoL U Do(00) = L UO.

Ce langage est le dérivé D1oL, puisque D1oL = Do(D;L) (4.5.2(2)). De mé€me, on a
D{(L U00) = DyL U D1(00) = (LUO00)UYJ = L U 00. La troisi¢eme ligne contient
les dérivés du langage L U O par rapport aux séquences élémentaires et fait appparaitre le
nouveau langage Do(L U 0) = DoL U Do0 = L U {A}. La quatrieme ligne contient les
dérivés de ce dernier langage par rappport aux séquences élémentaires et ne contient pas de
nouveau langage.

Il est évident que les quatre langages (2) sont distincts, car le mot 00 n’appartient qu’au
deuxieme, le mot O n’appartient qu’au troisieme et le mot A n’appartient qu’au quatrieme.
Le tableau des dérivés de L permet de construire 1’accepteur représenté dans la figure 4.18,
appelé ’accepteur canonique du langage L et noté A(L). Les états de cet accepteur sont
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par définition les dérivés du langage L. Les transitions de A(L) sont tous les triplets
(M,a, DgayM)

tels que M est un dérivé de L et a € X. L’état initial de A(L) est le langage L = A, L.
Les états finaux sont les dérivés D, L tels que A € D, L. 1l n’y a que le dérivé D1go qui
satisfait a cette condition. L’accepteur A(L) est évidemment déterministe et complet. Nous
verrons qu’il définit le langage L et qu’il possede le nombre minimum d’états possible pour
un accepteur déterministe complet définissant L.

4.5.11. Définition générale de I’accepteur canonique d’un langage régulier

A tout langage régulier L sur un alphabet X on associe un accepteur fini déterministe
complet sur X appelé [’accepteur canonique de L sur X. Nous notons cet accepteur A(L)
et il est défini comme suit:

(1) Etats de A(L)
Les états de A(L) sont tous les dérivés de L. Autrement dit, I’ensemble des états de L
est ’ensemble {D, L | x € W(X)}, qui est fini d’apres 4.5.5.

(2) Transitions de A(L)
Les transitions de A(L) sont tous les triplets de la forme

(M,a, DyayM)

ou M est un état de A(L) eta € X. Notons que dans un tel triplet, D,y M est bien un état
de A(L). En effet, dire que M est un état de A(L) c’est dire que M est un dérivé de L, a
savoir qu’il existe une séquence x € W(X) telle que M = D, L. Cela entraine que D, yM
est aussi un dérivé de L, puisque D4y (DxL) = DyqyL (4.5.2(2)).
(3) Etat initial de A(L)

L’unique état initial de I’accepteur A(L) est’état L = Dy L.
(4) Etats finaux de A(L)

Les états finaux de A(L) sont tous les états M de A(L) tels que A € M. D’apres
4.5.2(4), ces états de A(L) sont les dérivés de L par rapport aux séquences x telles que
xelL.

4.5.12. Théoreme: propriétés de I’accepteur A(L)
Soit L un langage régulier L sur X. I’accepteur A(L) défini par 4.5.11(1) a4.5.11(4)
a les propriétés suivantes:

(1) A(L) est déterministe et complet.
(2) Pour tout x € W(X), on a, quels que soient les états M, M’ de A(L):

M =" M) & M' =D, M.
(3) Le langage défini par A(L) est L.

(4) Chaque état de A(L) est accessible depuis 1’état initial L, en ce sens que, pour tout
état M de A(L), il existe une séquence x € W(X) reliant LaM (M = @f(L)(L)).

(5) Tout accepteur déterministe complet définissant L posseéde un nombre d’états qui est
supérieur ou égal a celui de A(L).

Démonstration. Les propriétés (1) a (4) sont démontrées dans [A]. Nous démontrons
ici la propriété (5). Supposons que (A, {i}, F) soit un accepteur déterministe complet tel que
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L = L#..Nous considérons d’abord le cas ol tous les états de A sont accessibles depuis Iétat
initial i. D’apres le théoreme 4.5.4, il existe alors une application surjective de I’ensemble
Q* dans I’ensemble des états de A(L). Lorsqu’il existe une application surjective d’un
ensemble fini £ dans un ensemble fini E’, le nombre d’éléments de E est supérieur ou égal
acelui de E’. Donc le nombre d’états de A est supérieur ou égal au nombre d’états de A(L).

Dans le cas ou A possede des états inaccessibles depuis 1’état i, ces états et les transitions
qui en partent ne jouent aucun rdle dans I’acceptation des séquences. On peut les supprimer
sans changer le langage défini par 1’accepteur. On obtient ainsi un accepteur déterministe
complet pour le langage L n’ayant que des états accessibles depuis i. Le nombre d’états
de cet accepteur est donc supérieur ou égal a celui de A(L). Le nombre d’états de A est a
fortiori supérieur ou égal a celui de A(L).

4.5.13. Exercice

Soit L I’ensemble des mots sur I’alphabet X = {0, 1, 2} qui comportent un nombre pair
de 0 et un nombre pair de 1. Montrer que L posséde un nombre fini de dérivés distincts et
donner le diagramme de I’accepteur A(L).

4.5.14. Exercice
On considere ’alphabet X = {0,1,2,...,7} de I’exercice 4.5.8. Une séquence non
vide sur cet alphabet, par exemple la séquence

Ofr1iqroifro
1) x:((6,3,4,())):|:1i||:1i||:0i||:0i|
1JLO0JL11LO

peut étre considérée comme une matrice a trois lignes, et nous considérons chacune de
ces trois lignes comme étant la représentation d’un nombre dans le systéeme de numération
binaire avec les poids faibles a gauche (cf. Exercice 4.5.8).

Soit L I’ensemble des séquences x non vides sur I’alphabet X pour lesquelles le nombre
y(x) est la somme arithmétique des nombres «(x) et S(x). Par exemple, la séquence (1)
appartient au langage L, puisque les nombres «(x), 8(x), y (x), pour cette séquence x, sont
respectivement 2, 3 et 5.

On demande de montrer que L est un langage régulier en montrant qu’il possede 4
dérivés distincts. Pour cela considérer les quatre types de séquences suivants sur X, en
observant que toute séquence sur X est de I’'un de ces quatre types:

(a) laséquence vide A;

(b) les séquences x qui appartiennent a L;

(c) les séquences x non vides (x % A) qui n’appartiennent pas a L mais
telles que D, (L) # &,

(d) les séquences x qui n’appartiennent pas a L et telles que D, (L) = <.

Commencer par donner des exemples de séquences des types (c) et (d).
Décrire les dérivés de L par rapport aux quatre types de séquences (a), (b), (c), (d) et
construire 1’accepteur canonique de L.

4.6 Minimisation d’un accepteur déterministe

4.6.1. Introduction
Le but de cette section est de présenter un algorithme pour la construction de I’ accepteur
canonique A(L) d’un langage L a partir d’un accepteur déterministe complet (A, {i}, F)
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A:
= q14> qs 0* ={q1, 9. 43, q4. 45}
0 F =1{q1, 92, 93, q4}
L] o1 1
6]2—1>Q3$Q4 L= LL/I‘1F
O 1 A
P LpF
A(L): T q1 L
1N e
=L — D1Li> 0,1 9> DoL
q3 DoL
0 T q4 DoL
DOLD 0,1 qs DiL
Figure 4.19

Un accepteur déterministe complet A non minimal pour le langage
={A}UOOU 1)* sur X = {0, 1} et I’accepteur canonique A(L).

quelconque acceptant L. En vertude 4.5.12(5), ’accepteur A (L) est appelé aussi I’accepteur
déterministe complet minimal pour le langage L. Sa construction, a partir d’un accepteur
déterministe complet (A, {i}, F') quelconque (non minimal en général) pour L est appelée
« opération de minimisation » ou réduction de A.

Nous supposerons toujours que 1’accepteur de départ (A, {i}, F)) est non seulement
déterministe et complet, mais encore que tous ses états sont accessibles depuis 1’état initial
i. Si cette condition n’est pas satisfaite, on peut toujours faire en sorte qu’elle le devienne
en supprimant les états inaccessibles depuis 7, ce qui ne change pas le langage accepté.

4.6.2. Exemple

Dans la figure 4.19, I’accepteur déterministe complet A sur X = {0, 1} est celui de la
figure 4.15 dont on a renommé les états g1, . . ., gs. Il est facile de voir que le langage accepté
par A est le langage L = {A} U 0(0 U 1)*, autrement dit se compose de la séquence vide et
de toutes les séquences qui commencent par 0. Ce langage possede trois dérivés distincts (L,
DoL, D1L) et I’accepteur canonique A(L) est représenté dans la figure 4.19. L’accepteur
A n’est donc pas minimal, en admettant évidemment que ’ensemble Q = {q, ..., gs} se
compose de cinq objets distincts.

Dans cette figure, ’accepteur A(L) est déja construit. Le probléme que nous traitons
dans cette section est celui d’une méthode de construction. Dans cet exemple, nous pourrions
évidemment justifier la forme de A(L) en démontrant les égalités suivantes,” la premiére
a partir de la donnée de A et les suivantes d’apres la définition des dérivés d’un langage
(4.5.1) et les formules de dérivation (4.5.2):

L= L;‘F_{A}UO(OUD*
DoL = {A}U (0U 1)*

7 Le lecteur est invité d’ailleurs a le faire.
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DiL=0Q
Do(DoL) = {A} U (OU 1)* = DoL
D1(DoL) = {A} U (OU1)* = DoL
Do(D1L) = @ = D1L
D1(D1L) = D = D4 L.

Cependant, la démonstration de ces égalités n’est pas un procédé algorithmique. Notre but
est de construire A(L) a partir de A sans avoir a déterminer L et ses dérivés.

4.6.3. Etats équivalents
Deux états p et ¢ d’un accepteur déterministe (A, {i}, F') sont dits équivalents sil’on a

(1) Lie =L

L’ensemble de tous les états p € Q4 qui sont équivalents & un méme état ¢ € Q4 est
appelé une classe d’états équivalents ou classe d’équivalence d’états de A. Les classes
d’équivalence forment une partition de I’ensemble Q*, i savoir que chaque état p appartient
a une classe d’équivalence et une seule.

La premiere étape de 1’algorithme de minimisation de A consiste a déterminer les classes
d’équivalence d’états de A, mais sans devoir calculer les langages L;‘F (p € Q") etles
comparer.

Nous donnerons cette premiere partie de 1’algorithme de minimisation plus loin. Nous
voulons d’abord présenter la deuxieme partie, plus simple, dans laquelle on construit
I’accepteur canonique A(L) a partir de la donnée des classes d’états équivalents de A,
déterminées dans la premiere étape.

4.6.4. Construction de A(L?.) a partir des classes d’états équivalents de A

Pour illustrer la deuxieme étape de 1’algorithme de minimisation, nous reprenons
I’exemple de la figure 4.19 et nous admettons que les classes d’équivalence d’états de
A, déterminées dans la premiere étape, sont les ensembles suivants:

) {1}, {a2.493.494), {gs}).

Ces trois ensembles forment bien une partition de ’ensemble Q4 = {q;, ..., ¢s}. Elle est
mise en évidence dans le tableau de la figure 4.19 par les lignes de division en pointillé.
Par définition d’une classe d’états équivalents, dire que les ensembles (1) sont les classes
d’états équivalents de A signifie que 1’on a parmi les langages L;‘F (p € Q%) les relations
suivantes:

A _ 1A _7A .
LQzF - Lq3F - LQAF’

A A . A A . A A
quF 7 quF’ quF 7 quF’ quF 7 LQ5F'
D’apres le théoreme 4.5.4 et d’apres (2), on peut dire que 1’ensemble des dérivés de L est
I’ensemble de langages

2

A A A
{LﬂhF’ Lﬂ]zF’ LKISF}'

Ces trois langages sont aussi les trois états de I’accepteur A(L). En outre, comme ¢, =
Oy (q1) etgs = ©F,,(q1), on peut écrire, d’apres 4.5.3:

(3) L:;IF =1L, LZ?ZF = D«()»L, L;F = D«l»L.

C’est ce qu’indique le tableau de la figure 4.19.
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Le théoreme 4.5.3 permet en outre de construire I’accepteur A(L), c’est-a-dire de
déterminer toutes ses transitions 2 partir de celles de A. En effet, T4 étant I’ensemble
des transitions de A et T2 celui des transitions de A(L), on a I’implication

4) (p.a,q) e T = (Lvaa, L;‘F) e TAW)

La preuve de cette implication est la suivante: si (p, a, ¢) est une transition de A, alors on
ag = @‘(?a y(p) donc, d’apres 4.5.3,

A A
Lyr = DayL,p.

Comme L;‘F et L;‘F sont des états de A(L), le triplet (L4 S d, L(’;F) est une transition de
A(L) (4.5.11(2)).

Toutes les transitions de A (L) peuvent se déduire des transitions de A d’aprés la formule
(4) etles égalités (2). Par exemple, puisque (g1, 0, g») est une transition de A, (L4 ars 0 LA o F)
estune transitionde A(L). L’ ensemble des transitions de A (L) est déterminé de cette manlere
dans le tableau de la figure 4.20. On remplace partout L;‘3 F €t L2‘4 F par L[’;Z F en vertu de
I’égalité de ces langages (2), de maniére a n’utiliser que trois expressions (L.} ., L} r, L), )
pour les trois dérivés de L. La partie inférieure du tableau, sous le double trait, est inutile:
elle ne fournit que des transitions de A(L) figurant déja dans la partie supérieure.

A A(L)
(g1, 0, 92) (L(“F, 0, LAF)
(q1.1.q5) | (LA R 1, LAL) T
J — A 1 4
(q27 0, 612) (anF’ 0, LA F) QF QSFD 0,1

(2. 1.43) | (LA, 1, LA )= (LA, 1, L1 ) )
(g5.0.45) | (LA, 0. L1 ) LAT

(g5.1.45) | (LAp 1. LA ) quDO’l
(g3, 0, q4) (L%F’O LAF) (Lq2F,0 LAF)
(3. 1.43) | LAz 1 LA )= (LA, 1, L2 )
(¢4.0.43) | (LA, 0. LA )= (LA .0, L2 )
(G4 1.g3) | (LA, 0, LA )= (LA, 1, L1 )

Figure 4.20

Construction de I’accepteur canonique correspondant a I’accepteur A de
la figure 4.19 a partir de la donnée des classes d’états équivalents de A:

{a1}. {q2, g3, g4}, {g5).

L accepteur A(L) obtenu est représenté par le diagramme de la figure 4.20. L’ état initial
et les états terminaux sont déterminés d’apres la définition 4.5.11: I’état initial est L = L;‘ P
les états finaux sont les dérivés de L qui contiennent la séquence vide, donc les langages
Lj;i ptelsque g; € F.D’apres les égalités (3), I’accepteur A (L) construit dans la figure 4.20
est bien celui qui est donné dans la figure 4.19.
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4.6.5. Détermination des classes d’états équivalents

Nous exposons maintenant I’algorithme de détermination des classes d’états équivalents
d’un accepteur déterministe complet (A, {i}, F) sur un alphabet X, en I’illustrant toujours
avec I’exemple de la figure 4.19. Il s’agit de déterminer I’ensemble des couples d’états (p, q)
de A tels que L7, = L}y

La méthode consiste a partir de I’ensemble de tous les couples d’états de A, a savoir
I’ensemble Q4 x Q4, et & « supprimer » dans cet ensemble les couples d’états (p, g) pour
lesquels on sait que L;‘F #* L;“F. L’ensemble Q4 x Q* peut étre représenté par I’ensemble
des cases d’un tableau carré tel que celui de la figure 4.21, dans lequel chaque couple d’états
(p, q) est représenté par la case «d’adresse » (p, g), ou p est ’adresse de la ligne et ¢
I’adresse de la colonne de cette case. Nous ignorons pour le moment le contenu de certaines
de ces cases. Initialement, on part d’un tableau vide. Lorsque, d’apres certains critéres, on
sait que pour un couple d’états (p, g) on a L;‘F #+ L;‘ , on biffe la case (p, q).

Premier critére d’élimination. Le premier de ces critéres est que si 'un des états p,
q appartient a F' et I’autre n’appartient pas a F, alors on a L;‘F #* L;‘F, car la séquence
A appartient a 'un de ces langages et n’appartient pas a I’autre. Suivant ce criteére, on
élimine les couples (q1, gs), (92, gs), (g3, gs), (q4, gs) et les couples symétriques (gs, q1),
(g5, 92), (gs,q3), (g5, qa). Ce sont les cases biffées de la figure 4.21. En pratique, vu la
symétrie de la relation L ;‘ 7 L;“F et le fait que cette relation n’a jamais lieu pour un couple
«diagonal » (p, q) tel que p = ¢, on ne considere que la partie du tableau située au-dessus
de la diagonale, entourée en trait fort, et I’on ne dessine pas le reste. Chaque case d’adresse
(p, q) de cette z0ne représente aussi la case symétrique, d’adresse (g, p).

q1 q2 q3 q4 qs
" (g5, 93) | (g2, q4) | (q2, q3)
(g5, 93) | (g5, q3)
(92, 94) | (g2, q3)
q2
7 (94, q3)
qa
qs

Figure 4.21

Détermination des couples d’états équivalents
de I’accepteur A de la figure 4.19 (début).

Deuxieme critere d’élimination. Si, pour deux états p, g de A et pour una € X, les
états p’ = T, (p) et ¢’ = T, (q) ne sont pas équivalents (L7 # L\ ), alors les états p et
g ne sont pas équivalents: L7, # L.

Démontrons cette assertion. Soient p’ = TaA (p)etqg’ = TaA (q), autrement dit (4.1.7(3))
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p'=0{,(p etq =0{,,(q). Dapres 453, 0ona
Lip = DyayLip et Ly p = DyayLy,

donc L?F = L‘;F = L?,F = L;‘,F. Par contraposition, si L?,F * L;,F alors L?F * L‘;F.

Pour appliquer ce critere, on note dans la case de chaque couple d’états (p, g) pas encore
éliminé les couples d’états (p’, ¢’) pour lesquels il existe un a € X tel que p’ = TA(p) et
g’ = TA(q). Ce sont les inscriptions qui se trouvent dans les cases de la figure 4.21. On
s’abstient de noter les couples (p’, ¢”) tels que p’ = ¢’, pour lesquels on n’aura évidemment
pas L?, P L;;‘, p- Le critere s’applique alors comme suit: si une case d’adresse (p, q)
contient un couple (p’, ¢’) tel que la case d’adresse (p’, g’) est biffée, alors on biffe la case
(p, q). On répete cette opération tant qu’il existe un case non biffée contenant un couple
(p’, q) tel que la case d’adresse (p', q') est biffée. Le tableau final que I’on obtient dans
notre exemple est donné dans la figure 4.22. En général, il faut passer plusieurs fois le tableau
en revue, car chaque élimination d’une case peut entrainer 1’élimination d’autres cases.

qi q2 q3 g4 qs
" (gs, (g2, 42) | (q2. 95
5, q3) | (45, q3)
(92, 94) | (g2, q3)
q2
7 (g4, q3)
q4
qs

Figure 4.22

Détermination des couples d’états équivalents
de I’accepteur A de la figure 4.19 (fin)

Lorsque ce processus est terminé, on sait qu’en vertu des criteres d’élimination appliqués,
ona L;‘F * L?F pour chaque couple d’états (p, g) tel que la case d’adresse (p, q) est biffée.
Mais qu’en est-il des cases non biffées ? Est-on slir que L?F = L[/;F pour chaque case non
biffée d’adresse (p, ¢)? La réponse est certainement oui pour les cases diagonales. Elle
est aussi affirmative pour les autres, mais cela demande une démonstration. De fagcon plus

précise, on démontre la propriété suivante:

Propriété. L’ensemble des couples d’états (p, g) de A correspondant aux cases non
biffées du tableau a la fin du processus (figure 4.22) est I’ensemble des couples d’états
équivalents de A.

Dans cet exemple, ce sont: les couples diagonaux (g;, g;) ainsi que les couples

(q2.93), (q2,94), (q3,q4),

d’ou les classes d’équivalence {q1}, {q2, g3, g4}, {gs} dont nous sommes partis au paragraphe
précédent (4.6.4 (1)) pour construire I’accepteur A(L) du langage L = L;‘l p (figure 4.19).
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La démonstration de cette propriété est donnée dans [A].

4.6.6. Exercice

Construire 1’accepteur déterministe minimal correspondant a I’accepteur déterministe
complet (A, {i}, F) de la figure 4.23 sur I’alphabet X = {a, b}, a savoir I’accepteur canoni-
que du langage L = L.

a
14*7
e N
a j.a ooy g Figure 4.23

\b b

&:’2—»

b
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Chapitre 5 Machines

5.1 L’algebre de Kleene des relations dans un ensemble

5.1.1. Introduction

Nous avons vu au §1.6.3 que ’ensemble R(E) des relations dans un ensemble E, muni
de I’opération de produit de composition RS = S o R et de la relation identique Idg est un
monoide. Nous allons voir maintenant qu’il s’agit non seulement d’un monoide, mais encore
d’une algebre de Kleene (3.2.2). Premiérement, les éléments de I’ensemble X = R(E) sont
des ensembles, puisqu’une relation dans E est par définition (1.3.3) un sous-ensemble de
E x E. Deuxiemement, la réunion d’une famille quelconque (R;); < ; de tels ensembles est
encore une relation dans E. Formellement, si X = R(E), alors

Viel:Rel)=(|JRr)ek.
iel
Ceci est la deuxieme propriété caractéristique d’une algebre de Kleene (3.2.2). 1l reste a
vérifier, troisitmement, que le produit de composition est distributif par rapport a la réunion,
en ce sens que, pour toute famille (R;); < ; de relations dans E et pour toute relation S dans

E,ona
(ZLE_JIR,')S:lLJ(RiS) et S(iLEJIRi>=U(SRi)_

iel
Ces formules sont démontrées dans [A].

Toutes les définitions et tous les théoremes du chapitre 3 sur les algebres de Kleene
en général s’appliquent évidemment au cas particulier 1’algebre de Kleene X = R(E).
Notamment, toutes les formules des paragraphes 3.2.323.2.8 sont vraies si A, B, C désignent
des relations dans un ensemble E, si tous les produits sont des produits de composition de
relations et si le terme /c désigne la relation Idg. Au lieu de A, B, C, lorsqu’il s’agit de
relations, nous utilisons de préférence les variables R, S, T.

Les puissances R" d’une relation R dans E et sa fermeture de Kleene R* sont définies
conformément a 3.2.4 et 3.2.5 par

R’ =1dg.
VneN: R'™' = R(R").
R*=JR"
nelN
Il sera aussi question, dans ce chapitre, des relations dans un ensemble E qui sont
régulierement engendrées par un ensemble & de relations dans E au sens de 3.4.4, c’est-a-
dire des relations que 1’on peut construire a partir de relations R, S, 7', ... appartenant a &
et/ou de la relation & en effectuant un nombre fini d’opérations de réunion, de produit ou
de fermeture de Kleene, comme cela se fait dans une construction génératrice régulicre de
base &. C’est dire que nous allons appliquer au cas de I’algebre de Kleene K = R(E) les
notions des paragraphes 3.4.1 a 3.4.5.
Nous verrons que les expressions régulieres construites avec des termes représentant des
relations constituent une sorte de « langage de programmation ». Le but principal de cette
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section est de permettre au lecteur de se familiariser avec ces expressions, comme il a pu le
faire dans la section 3.4 avec les expressions régulieres représentant des langages.

5.1.2. La relation définie par un programme

La notion de « programme » dont il est parfois question dans ce cours n’est pas une
notion formelle, faisant I’objet d’une définition mathématique. Nous ne définissons pas
de langage de programmation. Nous utilisons seulement quelques notations usuelles de la
programmation impérative: déclaration de variables, instructions d’affectations, séquences
d’instructions, boucles while, instructions de test if. Toutes les variables d’un programme
sont globales et déclarées au début du programme, voire dans le contexte. Il n’y a pas de
varables locales, déclarées dans des « blocs ». Exemple:

Var x,y: N;

while y # 0 do
e)) yi=y—1

x:=x4+1

od.

Les mots symétriques do, od sont des parentheses, respectivement ouvrante et fermante.
Ce que nous appelons état, ou plus précisément état de mémoire, d’un tel programme

est une combinaison de valeurs de ses variables. Dans I’exemple (1), un état de mémoire du
programme est un couple de valeurs (x, y) € IN x IN. L’ensemble des états de mémoire de
ce programme (on parle aussi de « I’espace » des états de mémoire) est I’ensemble

E =N x NIN.

En partant d’un état de mémoire initial d’un programme, on peut (si I’état initial le
permet) exécuter le programme et aboutir a un état de mémoire final. L.’ ensemble des couples
d’états de mémoire qui sont formés ainsi par 1’état de mémoire initial et 1’état de mémoire
final d’une exécution du programme est une relation dans I’ensemble des états de mémoire,
qui caractérise « |’effet global » du programme. Dans I’exemple (1), il est évident que cette
relation R est ’ensemble des couples de la forme

(x,y) = (x+y,0)
tels que (x, y) € IN x IN (®). Avec la notation ensembliste standard :
R={(x,y)—~> (x+y,0)|(x,y) € N x IN}.

Nous appelons cette relation R la relation définie par le programme.

Il se trouve, dans cet exemple, que cette relation est une fonction et que le domaine de
cette fonction est I’ensemble £ = IN x IN tout entier.

Dans d’autres exemples, le domaine de R n’est pas ’ensemble des états de mémoire E
tout entier, mais seulement un sous-ensemble propre de E, parce que, pour certains états
initiaux z, ’exécution du programme ne se termine pas. Il y a deux raisons possibles pour
cela:

(a) Le programme reste bloqué en cours d’exécution, parce que I’état de mémoire a ce
stade ne permet pas d’exécuter I’instruction suivante — par exemple on ne peut pas exécuter
Pinstruction y :=y — 1 sur une variable y de type IN lorsque 1’état de mémoire est tel que
y=0;

8 On rappelle que a > b est une notation du couple (a, b). Donc une expression de la
forme (x, y) — (x’, y') représente le couple de couples ((x, y), (x', ¥')).
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(b) L’exécution du programme tourne dans une boucle infinie.

Dans les deux cas, il n’existe pas d’état de mémoire z’ tel que (z,z’) € R. Cela fait
partie de la définition de R, qui est I’ensemble des couples d’états de mémoire (z, z") pour
lesquels il y a une exécution achevée et finie du programme partant de z et aboutissant a z'.

5.1.3. Expression réguliére de la relation définie par un programme

Un programme impératif (au sens simple décrit ci-dessus) est un assemblage d’instruc-
tions simples telles que des affectations (par exemple x := x + 1). La séquence d’opérations
simples effectuées dans une exécution du programme dépend du résultat de certains « tests »
effectués a certains moments, par exemple le test de la condition y # 0 dans le programme
5.1.2(1).

Nous allons voir qu’a chaque instruction (affectation) et a chaque condition testée dans un
programme on peut associer de maniere naturelle une relation dans I’ensemble E des états de
mémoire du programme, de telle maniere que la relation R définie par le programme (5.1.2)
s’exprime sous la forme d’une expression réguliere construite avec les relations associées
aux instructions et conditions testées et les opérations de 1’algebre de Kleene K = R(E).

Ce paragraphe n’est qu’une introduction a ce genre d’expression réguliere, au moyen
de I’exemple de programme 5.1.2(1).

Relations associées aux instructions simples. Etant donné un état (x,y) € N x N,
I’exécution de I’instruction x := x + 1 transforme cet étaten 1’état (x +1, y). Cette opération
«incrémente » la premieére composante d’un état. Nous lui associons la relation Inc; suivante
dans I’ensemble E = IN x IN:

(D) Inci ={(x,y)—~ x+1,y)|(x,y) € N x IN}.

L’instruction y:=y — 1 peut étre exécutée, a partir d’un état de mémoire (x, y), si et
seulement si y # 0. Elle «décrémente » la deuxieme composante de 1’état et nous lui
associons la relation Dec, suivante dans E :

2) Decy ={(x,y)—~> (x,y—1|(x,y) e N x Nety#0}.

Les relations Inc; et Dec; sont des fonctions. Le domaine de la premiere est I’ensemble
E =1 x N, alors que le domaine de la seconde est le sous-ensemble N x (N — {0}) de E.

Si les instructions y := y 4 1, x := x — 1 figuraient dans le programme, elles auraient
pour relations correspondantes dans E les relations

Inc, ={(x,y)—~ (x,y+ 1) | (x,y) € N x N}
Deci ={(x,y)—» (x—1,y)|(x,y) e N x Netx # 0}.

SiI’instruction x := x + y figurait dans le programme, la relation correspondante (2 laquelle
nous ne donnons pas de nom particulier) serait I’ensemble de couples d’états de mémoire

{, )= x+y,y)[(x,y) € N x N}

Relation associée a une séquence d’instructions. Posons-nous la question suivante:
quelle relation dans ’ensemble £ = IN x IN correspond a la séquence d’instructions

3) yi=y—1; x:=x+1

duprogramme 5.1.2 (1) et comment cette relation peut-elle s’exprimer au moyen des relations
Dec,, Inc; qui correspondent a ces instructions ?

La réponse est assez évidente. Soit S la relation dans I’ensemble E définie par le
«programme » (3). Un couple d’états (x,y) — (x’,y") appartient a cette relation S



Chap. 5. Machines 123

si et seulement si I’on peut passer de (x,y) a (x’, y’) en effectuant successivement les
opérations: décrémenter la deuxieme composante puis incrémenter la premiere. Cela est
possible évidemment si et seulement si y > Oet (x’, y') = (x + 1, y — 1), mais I’essentiel,
dans la notion de séquencement ou exécution successive de ces deux opérations, est qu’il
existe un état intermédiaire (a, b) tel que

(x,y) = (a,b) € Decy et (a,b) > (x',y) € Inc.
Autrement dit, la relation S n’est autre que la relation composée
DecyInc;.

Ceci est une propriété générale des programmes: le séquencement d’instructions se traduit
par le produit de composition des relations correspondantes dans [’ensemble des états de
mémoire.

Relation associée a un test. Considérons maintenant de fagon générale les opérations
de « test » que comporte en général I’exécution d’un programme. Dans une telle opération,
il s’agit de distinguer les états de mémoire qui satisfont a une certaine condition, donc qui
appartiennent a un sous-ensemble A déterminé de 1’ensemble des états de mémoire E. Par
exemple, les états de mémoire du programme 5.1.2(1) qui satisfont a la condition y # 0
appartiennent au sous-ensemble

“4) A={(x,y)|[(x,y) e NxNety #0}

de I’ensemble £ = IN x IN.

Au lieu de considérer I’ensemble A des états qui vérifient une certaine condition, il est
plus utile de considérer la relation identique 1d4 de ce sous-ensemble, car celle-ci est une
relation dans E qui peut se combiner suivant les opérations de 1’algebre de Kleene R(E)
avec les relations associées aux instructions d’affectation d’un programme. C’est cela qui
permet d’exprimer la relation définie par un programme sous la forme d’une expression
réguliere. Dans I’exemple (4), on a

Idg ={(x,y) = (x,y) | (x,y) e Nx Nety #0J.

La relation définie par le programme 5.1.2(1) peut s’exprimer plus simplement si I’on
considere I’ensemble complémentaire de (4), a savoir I’ensemble des états de mémoire (x, y)
qui vérifient la condition y = 0. Cet ensemble s’écrit simplement

{(x,0)|x € IV}
et nous désignerons par Nul, sa relation identique :
Nul, = {(x,0) — (x,0) | x € IN}.

Expression réguliere du programme 5.1.2(1). Nous avons vu au §5.1.2 que la relation
définie par le programme 5.1.2(1) est la relation

R={(x,y)—> (x+y,0)](x,y) € N xN}.

Nous affirmons que cette relation peut s’exprimer au moyen des relations Incy, Decy, Nul,
définies ci-dessus et des opérations de I’algebre de Kleene KL = R(E) par I’expression:

©) R = (DecyInc;)*Nul,.

Nous n’allons pas démontrer cette assertion maintenant et le lecteur n’est pas censé voir
maintenant qu’elle est vraie. Comme nous I’avons dit précédemment, le but de la présente
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section est de permettre au lecteur de se familiariser suffisamment avec I’algebre de Kleene
des relations dans un ensemble E pour que, en particulier, I’égalité (5) devienne évidente.

5.1.4. Trajectoires d’une relation dans un ensemble

Nous commengons notre étude de 1’algebre de Kleene R(E), pour un ensemble E
quelconque, par celle des puissances R" d’une relation R dans E, dont la définition est
rappelée au §5.1.1.

Remarque préliminaire. Si E’ est un ensemble tel que E C E’, toute relation R dans
E est aussi une relation dans E’. La relation R peut étre la relation Idg ou la relation Idg-,
selon que I’on considere le monoide R(E) ou le monoide R(E’). Il y a donc une certaine
ambiguité dans la notation R°. Mais pratiquement, I’ensemble E considéré sera toujours
clairement indiqué dans le contexte.

La méme remarque peut &tre faite a propos de R*, puisque R* est la réunion de toutes
les puissances R", donc contient R°.

Par contre, pour un entier naturel n # 0, la relation R” ne dépend pas du monoide R (E)
ou R(E") considéré.

Définition. Si R est une relation dans un ensemble E, nous appelons frajectoire de R
dans E toute séquence x € W(E) telle que x # A et telle que

(1) Vk e[l .. lg(x)—1]: (x[k],x[k+1]) € R.

Notons que toute séquence x € W (E) est une trajectoire de R, puisque la condition (1) est
trivialement satisfaite si 1g(x) = 1. Cette notion est illustrée par la figure 5.1.
Si a et b sont deux éléments de E, nous disons qu’une trajectoire x d’une relation R
dans Evadea ab si
x[1] =a et x[lg(x)] = b.

En particulier, pour tout a € E, la séquence élémentaire x = {a )) est une trajectoire de R
allantde a aa.

x[11 x[2]  x[3] x[4]

o ————° Figure 5.1
y[11  y[21 y[3] Trajectoires x, y, z, w de longueurs 4, 3, 2, 1
&——>——0 d’une relation R dans un ensemble E. Chaque
211 z[2) fleche représente un couple d’éléments de E
e—o appartenant a R. Tous les points ne représentent
w(l] pas nécessairement des éléments distincts de E.

Théoreme. Soient R une relation dans E, a et b des éléments de E. On a

@) VielN: (a.b)eR" & (11 existe une trajectoire de R dans E )

de longueur n + 1 allantde a a b

3) (a,b) e R* & (

il existe une trajectoire de R dans E
de longueur > 1 allantde a a b

Démonstration. Ce théoréme est un cas particulier du théoreme 2.3.10 sur I’évaluation
d’une séquence de relations. Etant donné une relation R dans E, la relation R" peut s’écrire
en effet

R" = 1_[5[1'] avec S[li]=R pouri=1,...,n.
i=1
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Plus précisément, comme R" est la n-ieme itérée de R (R" = itg(n)) dans le monoide
R(E), on a, d’apres le théoreme de 2.3.7, R" = evalgr g)(S), ou S est la séquence constante
(ki ell..n]: R). La formule (2) découle donc du théoréme 2.3.10, appliqué a la séquence
de relations S. La formule (3) découle de (2) puisque (a, b) € R* équivaut a In € W :
(a,b) € R".

5.1.5. Exercice
Dans chacun des exercices suivants, (1) a (6), on donne un ensemble E et une relation
R dans E. Il est demandé de caractériser, pour tout n € NN, la relation R" dans E par une
égalité de la forme
R" ={(x,y) € E X E|P(x, )},

ol P(x,y) est une proposition exprimant une propriété du couple (x, y). Il est entendu
que I’on considére les puissances de R dans le monoide R(E), donc que R® = Idg. On
demande de caractériser de la méme maniere la relation R* dans E et de vérifier que I’on a
R*R* = R*, conformément a la formule 3.2.7 (2).

(1) E=N. R={(x,x+1)|x € N}.

2) E=N. R={(x,y)eNxN|x <y}

B) E=R. R={x,y)eRxR|x <y}

4 E=R. R={x,—x)|x e R}

5) E=R. R={(x,—x)|xeRetx >0}

6) E=R. R={(x,y)eRxR| |x| <]|yletxy <O}

5.1.6. Fermeture réflexive et transitive d’une relation

Les propriétés de réflexivité et de transitivité d’une relation R dans un ensemble E ont
été définies au §1.4.1 (relations d’ordre). Rappelons que R est dite réflexive dans E si I’on
a (x,x) € R pour tout x € E, autrement dit si [dg C R.

R est dite transitive si ’'on a VxVyVz : (x Ry etyRz) = x R z. Cette propriété peut
s’exprimer simplement par RR C R. (Voir [A].)

La fermeture de Kleene R* d’une relation R dans E, au sens de I’algebre de Kleene
K = R(E), possede les propriétés suivantes, d’apres 3.2.6:

(1) Idg C R*.
(2) R*R* C R*.
(3) R C R*.

(4) Pour toute relation M dans E: (Idg C M et MM C MetR C M) = R*C M.

Les trois premieres peuvent s’énoncer en disant que R* est une relation réflexive et transitive
qui contient R. La quatrieme signifie que toute relation réflexive et transitive M dans E qui
contient R (R C M) contient R*. On exprime le tout en disant que R* est la plus petite
relation réflexive et transitive dans E contenant R.

Pour ces raisons, la relation R* est appelée souvent la fermeture réflexive et transitive
de R dans E.

5.1.7. Les relations dans un ensemble vues comme des instructions

Aux paragraphes 5.1.2 et 5.1.3, nous avons introduit la relation R définie par un pro-
gramme dans I’espace des états de mémoire de celui-ci et les relations dans cet espace
correspondant aux instructions et conditions du programme.
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Pour se familiariser avec I’algebre de Kleene des relations dans un ensemble E, il est
commode de considérer n’importe quelle relation R dans E comme étant la relation définie
par un programme — un programme dont on ne connait pas le texte et dont tout ce qu’on
connait est la relation qu’il définit. Cela revient a considérer n’importe quelle relation R
comme I’ensemble des couples (état initial, état final) des exécutions d’un programme. Ce
programme n’étant d’ailleurs pas précisé, on peut toujours admettre qu’il se compose d’une
seule instruction. Finalement, on peut aller jusqu’a employer le mot « programme » ou le
mot « instruction » a la place du mot « relation », ce qui revient a ne plus considérer dans un
programme ou dans une instruction que la relation correspondante dans un espace d’états. Il
faut seulement prendre garde a ne pas se laisser entrainer par cette terminologie a attribuer
aux relations et a leurs combinaisons des propriétés qu’elles n’ont pas.

Dans le cas d’une relation dans E qui est une fonction de domaine E, par exemple la
relation

Inci ={(x,y) > (x+1,y)|(x,y) € E}

dans’ensemble £ = IN x IN (5.1.3), 'interprétation de la relation comme une « instruction »
est si évidente qu’elle ne peut pas donner lieu a interprétation erronée. Pour tout état initial
(x, y), I’exécution de I’instruction conduit a I’état (x + 1, y).

Dans le cas d’une relation dans E qui est une fonction dont le domaine n’est pas
I’ensemble E tout entier, par exemple la relation

R =Dec; = {(x,y = 1) = (x,y) | (x,y) € Eety # 0}

dans E = N x NN, I'interprétation de la relation en tant qu’instruction est aussi claire mais
nécessite tout de méme une précision. Pour un état initial qui n’appartient pas au domaine
de R, I’instruction en question ne peut pas étre exécutée. On peut imaginer la machine qui
doit I’exécuter comme étant « bloquée ».

L’interprétation d’une relation R (dans un ensemble E) en tant qu’instruction demande
a étre bien précisée dans le cas ou R n’est pas une fonction. Pour un état initial z qui
n’appartient pas au domaine de R, I’instruction ne peut pas étre exécutée, comme dans
le cas précédent. Pour un état initial z € DomR pour lequel il existe un seul état z’ tel
que (z,z) € R, I’exécution de R conduit évidemment a cet état z’. C’est lorsqu’il existe
plusieurs états z’ tels que (z, z') € R, voire une infinité de tels états, que I’interprétation de R
comme « instruction » n’est pas évidente. Dans ce cas on ne peut plus parler de [’exécution
(au singulier) de I'instruction R, mais de différentes manieres possibles d’exécuter cette
instruction, ou de différentes exécutions possibles de R, chacune d’elles conduisant & un
état différent.

Lorsqu’une telle « instruction » est combinée avec d’autres instructions du méme genre
dans un programme, une exécution du programme entier se décompose en une séquence
d’exécutions possibles de ses instructions. Mais, en général, seules certaines des exécutions
possibles des instructions individuelles du programme peuvent se combiner pour former une
exécution du programme tout entier. Le cas le plus simple est celui d’un « programme » de
la forme RS, produit de composition de deux relations dans E, discuté ci-dessous.

Produit de deux relations. Soient R, S des relations dans E. Une exécution de
«I’instruction composée » RS, a partir d’un état initial x € E, se compose d’une exécution
de R, conduisant a un état y, suivie d’une exécution de S a partir de cet état y, conduisant a
un état z. Nous ne faisons ainsi que traduire la formule

(x,z2) € RS & Jy((x,y) €e Ret(y,z) € 9).

Une exécution de S a partir d’un état y n’est possible que si y € DomS. Donc, a partir
d’un état initial x, il est possible d’exécuter RS si et seulement s’il est possible d’exécuter
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R d’une maniere qui conduit a un état y tel que y € DomS. En d’autres termes, on a la
formule suivante, caracérisant le domaine de la relation R.S':

(1) x € Dom(RS) < dy(x Ry ety € DomS).

Démonstration:
x € Dom(RS) < 3z((x,z) € RS)
< dzdy(xRyetySz)
& dydz(xRyetySz)
< Ay(xRyetIz(ySz))
& dy(x Ryety € Dom)).

De la formule (1) on tire que x € Dom(RS) = x € DomR, d’ou la formule
2) Dom(RS) C DomR.

Celle-ci s’explique aussi intuitivement en termes d’exécutions: si x € Dom(RS), 'instruc-
tion composée RS peut étre exécutée a partir de I’état x et, comme une exécution de RS
commence par une exécution de R, cela signifie que R peut étre exécutée a partir de x, donc
que x € DomR.

Par contraposition, on a x € DomR = x ¢ Dom(RS). L’instruction RS ne peut pas
étre exécutée a partir d’un état de mémoire x tel que x ¢ DomR.

Instructions NOP. Le symbole NOP, abréviation de « no operation », est utilisé dans
certains langages de programmation comme instruction signifiant « ne rien faire ». Mais
«ne rien faire » signifie: ne rien changer a 1’état de mémoire du programme. En tant que
relation dans un ensemble E, 1’opération NOP peut foujours étre exécutée, c’est-a-dire a
partir de tout élément x € E. Le domaine de cette relation est donc égal a E et comme son
exécution ne change pas I’ état, on voit que cette relation n’est autre que la fonction identique
Idg, que I’on pourrait noter aussi NOPg. Le fait qu’on puisse insérer arbitrairement de telles
instructions dans un programme sans changer I’effet de celui-ci correspond a la propriété de
neutralité de Idg pour le produit de composition avec une relation R quelconque dans E':

Idg R = RIdg = R.

NB. Si E # &, I’opération « ne rien faire » dans E (NOPg), en tant que relation dans
E, n’est donc pas la relation &, comme on pourrait étre tenté de le penser. La relation &,
dont le domaine est &J, n’est exécutable a partir d’aucun élément de E. En outre elle n’est
pas neutre puisque, pour toute relation R dans E,ona @R = RJ = J (3.2.3(4)).

Réunions de relations. Considérons la réunion
U= U R
iel

d’une famille (R;); <; de relations dans E. Cette réunion est une relation dans E, comme
nous 1’avons déja relevé (5.1.1). Par définition de la réunion d’une famille d’ensembles
(1.3.19),0on a

(x,y)eU < 3Ji(i elet(x,y) €R)).
On peut commenter cette formule en disant qu’une exécution de I’instruction U, a partir

d’un état initial x, consiste a choisir un élément i € [ tel que I’instruction R; soit exécutable
a partir de x et a exécuter celle-ci.
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L’instruction U est exécutable a partir d’un état x si et seulement s’il existe uni € [ tel
que I’instruction R; soit exécutable a partir de x. Autrement dit, on a la formule suivante
(démonstration dans [A]):

3) Dom(U R,») = U(DomR,-).

iel iel
L’exemple principal de réunion d’une famille infinie de relations est la fermeture de
Kleene d’une relation R dans E,
R*=_JR".

nelN

Une exécution de I'instruction R*, a partir d’un état a € E, consiste a choisir un entier
n € IN tel que ’on puisse exécuter R" a partir de a et a exécuter R". D’apres le théoreme
de 5.1.4, on peut exécuter R" a partir de a si et seulement s’il existe une trajectoire x =
{x[1],...,x[n+1]) de R dans E telle que x[1] = a. Une exécution possible de R" a partir
de a conduit aux dernier élément, b = x[n + 1], d’une telle séquence. En particulier, on
peut toujours exécuter R® = Idg, c’est-a-dire « ne rien faire ».

5.1.8. Instructions de test
Nous appelons instruction de test dans un ensemble E toute relation dans E qui est de
la forme Id4 avec A C E. Les instructions de test dans E sont donc les fonctions identiques
des parties de E. Nous avons vu un exemple d’une telle instruction au §5.1.3, a savoir la
relation
Nul, = {(x,y) = (x,y) [ (x,y) e N x Nety=0},

qui est la relation identique du sous-ensemble A = IN x {0} de I’ensemble £ = IN x N.
Cette terminologie n’est pas trés usuelle®. En général une « opération de test » est congue

comme une opération qui retourne pour chaque argument donné une valeur « booléenne »:

vrai ou faux, 0 ou 1, etc. Par exemple, étant donné un ensemble A C E, la fonction F de

domaine E telle que

1 sixeA;

Vx e E: F(x):{o sixdA

pourrait étre appelée la fonction de test de la condition x € A pour les éléments x de E. Ce
n’est pas cela que nous appelons une instruction de test dans E. Pour le méme ensemble A,
I’instruction de test G = Id4 est la fonction G de domaine A telle que

G(x) =x pourtoutx € A.
Cette instruction ne peut pas étre exécutée a partir d’un état x tel que x ¢ A. Elle peut étre

exécutée seulement a partir des états x € A, et son exécution laisse ces états inchangés.

5.1.9. Composition d’une instruction de test avec une autre instruction

Les instructions de test (5.1.8) ne sont utiles que combinées avec d’autres instructions.
Nous discutons dans ce paragraphe les relations composées de la forme

Id4R, R1dg4,

ou R est une relation dans un ensemble E et A C E.

% Elle est empruntée 4 I’ouvrage de R. W. Floyd et R. Beigel, The Language of Machines,
Computer Science Press, 1994.
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Relation Id4 R. Larelation Id4 R est caractérisée par la formule
(D) (x,y) €eldgR & (x e Aet(x,y) € R).
Démonstration:

(x,y) €ldaR <& Ja((x,a) e Idget(a,y) € R)
< da(x e Aeta=xet(a,y) € R) (1.3.8)
& (xeAet(x,y) €R).

La relation Id4 R est donc un sous-ensemble de R, a savoir I’ensemble des couples
(x,y) € R tels que x € A. Un exemple est donné dans la figure 5.2.

A A
1 2 1 2
Figure 5.2
IdaR est I’ensemble des couples (x, y)
N
3¢ [Ng 3 4 tels que (x, y) € Retx € A.
R IdsR

Si ’on interprete la relation Id4 R come une «instruction », on peut dire que cette
instruction peut étre exécutée a partir d’un état x si et seulement si cet état appartient a la fois
al’ensemble A et au domaine de R. Autrement dit, on a la formule suivante (démonstration
dans [A]):

2) Dom(Id4R) = A NDomR.

A partir d’un état x tel que x € A, les exécutions possibles de Id, R sont celles de R. On
peut dire que le role de Id4 devant R, dans la combinaison Id4 R, est seulement d’empécher
I’exécution de R a partir des états qui n’appartiennent pas a A. Si le domaine de R est
contenu dans A, I’instruction Id,4 devant R n’a pas d’effet. Formellement (démonstration
dans [A]), on a:

3) DomR C A = Id R = R.

Larelation R1d4. Lacombinaison R Ida, symétrique de la précédente, est caractérisée
par la formule

(@) (x,y) € Rldy & ((x,y) e Rety € A).

On peut dire que le role de Id4 apres R, dans la combinaison RId,, est de ne « permettre »
que les exécutions de R qui aboutissent a un état y appartenant a I’ensemble A.

Exemple. Au paragraphe 5.1.3, nous avons affirmé que la relation
) R={(x,y) > (x+y,0[(,y) e NxN}
dans ’ensemble £ = IN x IN qui est définie par le programme 5.1.2 (1), peut s’exprimer par
(6) R = (DecyIncy)*Nuly
au moyen des relations

Inclz{(x’y)'—)(X+1ay)|(x,y)€]NX]N}
Decy = {(x,y) = (x,y = D) [ (x,y) e Nx Nety # 0}
Nul, = {(x,0) — (x,0)|x € N).
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Nous voulons maintenant démontrer 1’égalité (6). La relation Nul, est la fonction iden-
tique du sous-ensemble A = IN x {0} de E. Soient

2=y, Z=y)
deux éléments de E. D’apres la formule (4), on a

(z,2") € (DecaInc))*Nuly < ((z,2) € (Decalne)* etz' € N x {0})
& ((Z, 7') € (DecyIncy)* ety = 0)
& (M eN: (z,2) € Decylney)" ety =0).

A partir de I’état z = (x, y), on peut exécuter n fois DecyInc; si et seulement si y > n, et
cette exécution conduit a I’état (x + n, y — n). Formellement, pour tout n € N, on a

(z,7') € (Decslnc))' & (y>netx' =x+nety =y—n).

Par suite, il existe un seul n € IN tel que ’on ait (z, z") € (DecyIncy)" et y’ = 0, a savoir
n = y.0n adonc

(z,7)) € (Decylncy)*Nul, & (z, 7)) € (DecyIncy)”
S (y>yetx' =x+yety =y—y)
S7i=x+y,0
& (z,z2)eR. (5

L’ égalité (6) est ainsi démontrée.

On peut dire que 1’exécution du programme (DecyInc;)*Nul,, a partir d’un état de
mémoire z = (x, y), consiste a exécuter 1’instruction Dec;,Inc; le nombre de fois qu’il faut
pour aboutir a un état (x’, y’) satisfaisant la condition y’ = 0, c’est-a-dire un état (x’, y’) a
partir duquel on peut exécuter I’instruction de test Nul,. Ce nombre de fois est égal a y.

On peut relever que la relation (DecyIncy)* n’est pas une fonction, mais que la relation
composée (DecpIncy)*Nul, en est une.

5.1.10. Instructions « while A do R »

Exemple 1. Soient a, b,c,...,i des éléments distincts
d’un ensemble E et soit R la relation dans E représentée par
le diagramme de la figure 5.3. Les fleches en trait plein et en
pointillé représentent les couples d’éléments de E appartenant
a R. On considere particulierement le sous-ensemble A =
{a, b, c,d} de E. Les fleches en trait plein correspondent aux
couples (x, y) € R tels que x € A, autrement dit appartenant
a larelation Id4 R. Les fleches en pointillé correspondent aux
couples (x, y) € Rtelsque x ¢ A. Figure 5.3

Considérons les trajectoires suivantes de R (5.1.4):

Ce sont des trajectoires de R avec la propriété suivante: leur dernier élément et seulement
leur dernier élément appartient a I’ensemble A, complémentaire de A par rapport a E. Une
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telle trajectoire de R, de longueur n + 1, est une séquence ( x[1], ..., x[n+1])) d’éléments
de E telle que:
Vke[l..n]: (x[k],x[k+1]) € Retx[k] € A,
x[n+1] € A.

D’apres 5.1.9(1), la premiere de ces conditions peut s’écrire
Vk e[l..n]: (x[k], x[k+1]) € Id4R.

Les trajectoires de R considérées sont donc des trajectoires de la relation Id4 R. Ce sont plus
précisément les trajectoires de Id4 R dont le dernier élément appartient 2 A.

Considérons maintenant 1’ensemble des couples (a, b) d’éléments de E qui sont le
premier et le dernier élément d’une trajectoire de R du genre considéré et désignons cet
ensemble par S. Les couples suivants appartiennent a S: (h, h), (a, h), (a, ), (a, ), mais
aussi (b, f), (b, e), etc. D’apres ce qui précede, on a

(x,y) €S < ((x,y) € IdaR)* ety € A)  théoreme de 5.1.4
< (x,y) € Id4R)*Id5 5.1.9(4)

donc § = (Id4R)*Id7.
Remarquons finalement que la relation S peut étre considérée comme la relation dans
E qui correspond a I’instruction suivante: fant que [’on est dans A exécuter R, ou

while A do R.

Une telle instruction s’exprime donc par (Id4R)*Id.
Exemple 2. Considérons a nouveau I’exemple de programme du §5.1.2:

Var x,y:N;

while y # 0 do
(1 yi=y—1;

x:=x+1

od.
D’apres ce qui précede, larelation R dans I’ensemble £ = IN x IN définie par ce programme
peut s’écrire

R = (IdAD€C21nC1)*Idx,

ou A désigne I’ensemble des éléments (x, y) de E tels que y # 0. Cette expression de R
peut se simplifier parce que A est le domaine de I’opération Dec,, donc IdsDec, = Dec,
(5.1.9(3)). D autre part, la relation Id est celle que nous avons désigné€ précédemment par
Nul,. Nous retrouvons ainsi I’expression R = (DecyInc)*Nul,.

5.1.11. Exercice

Soient R;, R les relations dans I’ensemble E des états de mémoire d’un programme qui
correspondent a deux instructions /7, I, et soit A le sous-ensemble de E formé par les états
de mémoire qui vérifient une certaine condition C. Exprimer les relations qui correspondent
aux trois instructions « Ada » suivantes:

(1) if C then I, else I, end if.
(2) if C then [, end if.
(3) loop
I
exit when C
163
end loop.
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5.2 Relation définie par une machine

5.2.1. Introduction

Nous allons introduire dans cette section le concept principal de ce chapitre: celui
de machine. Le terme de « machine » évoque d’abord un appareil physique, une machine
physique — de traitement de 1’information bien entendu. Mais au courant du si¢cle passé
(le vingtieme) le terme a recu aussi un sens mathématique, un sens de machine abstraite de
traitement de I’information, et ceci avant méme 1’ apparition des premiers ordinateurs.

Le but d’une telle définition est d’avoir un concept simple, précis et suffisamment général
pour servir de modele de la notion de machine dans 1’étude de questions touchant a I’essence
de cette notion et faisant abstraction des détails matériels ou logiciels des machines réelles.
Il s’agit notamment de questions sur les limites des machines — sur ce qu’elles ne peuvent
pas faire. Pour ce genre de questions, un modele mathématique faisant abstraction de tous
les détails non essentiels des machines réelles est ce qui convient.

Lanotion de machine que nous allons présenter remplacera aussi celle de « programme »
dont nous avons parlé dans la section 5.1, dont le principal défaut est I’absence d’une
définition formelle précise. Pour que cela soit bien clair, nous revenons encore sur le pro-
gramme 5.1.2(1). Nous avons considéré comme une évidence, au §5.1.2, que la relation
définie par ce programme dans I’ensemble £ = IN x IN est la relation

(D R={(x,y)~ (x+y,0)[(x,y) € E}.

Cependant nous ne pourrions pas le démontrer, parce que ni la notion de programme ni celle
de relation définie par un programme n’ont fait I’objet de définitions formelles. Ce sont deux
notions intuitives.

Il en ira différemment avec la notion de machine. Comme introduction, nous présentons
dans la figure 5.4 une machine qui correspond au programme en question. On voit qu’il
s’agit simplement d’un accepteur fini sur ’ensemble X = {Inc;, Dec,, Nul,}, lequel est
un ensemble de relations. Une machine n’est pas autre chose qu’un accepteur fini sur un
ensemble de relations. Nous utiliserons donc les notions du chapitre 4. Notamment, le
langage accepté par un tel accepteur est un ensemble de séquences de relations. A partir de
1a, on peut donner une définition générale précise de la relation définie par une machine et
démontrer, en particulier, que la relation définie par la machine de la figure 5.4 est bien la
relation (1).

=) g1 M» q3 =)
Incy | | Decy Figure 5.4

q2

5.2.2. Accepteurs finis interprétés sur un monoide M

Le r6le premier d’un accepteur fini sur un ensemble X est de représenter un langage sur
X. C’est le role des accepteurs finis que nous avons étudié dans le chapitre 4 et que nous
rappelons brievement en prenant comme exemple 1’accepteur (A, I, F) représenté dans la
figure 5.5(2), avec 0% = {q1, ¢2, 43}, T* = {(q1, B, 92), (2, @, q1), (q1, ¥, g}, T = {q1},
F ={q3}.

Nous supposons que les états g, g», g3 de cet accepteur sont distincts (ce sont par
exemple les entiers 1, 2, 3). Nous supposons que «, 8, vy sont trois éléments quelconques,
distincts ou non, d’'un ensemble X que nous ne précisons pas et qui peut avoir d’autres
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=g — gy = =gy =
2|15
Oﬂ lﬁ [ l Figure 5.5
q2 q2
(a) (b)

éléments. Le langage sur X qui est dit défini ou accepté par A est I’ensemble des séquences
x sur X qui relient I’état ¢; a I’état g3. Cet ensemble

L}y CW(X)

a pour éléments les séquences suivantes sur X :

o~
o~

9 ’

o~

9 9’ ’ k]

14
Boa,y )

T™I™R
R R R
=™ ™=

QR R

’

. etc.

’ ’

Supposons maintenant que I’ensemble X soit muni d’une opération binaire associative,
notée au moyen d’un signe *, admettant un élément neutre e, autrement dit que (X, *, e) soit
un monoide. Pour nous raccorder aux notations de la section 2.3, posons X = M. Alors, a
toute séquence

x = (x[1],..., x[n])) € W(X) = W(M),

on peut associer 1’élément
evaly (x) = x[1] *x[2] *---*xx[n] € M.

Si, pour chaque séquence x appartenant au langage L4, accepté par A, on prend I’image
de x par cette fonction d’évaluation, on obtient un sous-ensemble de M, a savoir I’ensemble

evalM(Lf‘F) ={evaly(x)|x € L;‘F .

Cetensemble est le transformé du langage L4 parla fonction d’évaluation evaly,. Lorsqu’on
s’intéresse a cet ensemble plutdt qu’au langage L4 lui-méme, on dit que ’accepteur A est
interprété dans le monoide M.

Exemple 1. Supposons que (M, *, e) soit le monoide multiplicatif des entiers naturels
(I, -, 1) et que les éléments o, B, y de M soient respectivement les entiers 2, 5, 3 (figure
5.5(b)). Le langage L7 de I’accepteur considéré se compose alors des séquences

)

o~

3

5,
5,
5

’

9

’

=== =
[NS I NS\
W D W

,2,3
2,5,2,3)

’ ~y

. etc.

Lorsqu’on interprete 1’accepteur A dans le monoide (IN, -, 1), on s’intéresse au transformé
de cet ensemble par la fonction evaly,, a savoir a I’ensemble des entiers:

D L e W
U
GGG
91
G

. etc.
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L’accepteur A, ainsi interprété, représente I’ensemble des entiers de la forme 3 - 10”.

Exemple 2. Supposons toujours que M = NN et que «, B, y soient les nombres 2,
5, 3, mais que I’on interprete I’accepteur A dans le monoide additif (IN, 4, 0). Alors le
sous-ensemble de IN représenté par A est I’ensemble des entiers

3

5+2+3
5+2+5+2+3
S+2+54+2+5+2+3

autrement dit I’ensemble des entiers naturels de la forme 7n + 3.

Exemple 3. Lorsque le monoide M, dont «, 8, y (figure 5.5(a)) sont des éléments
par hypothese, est le monoide des relations dans un ensemble E, M = R(E), c’est-a-dire
lorsque «, B, y sont des relations dans un ensemble E, alors I’accepteur considéré, interprété
dans le monoide R(E), est appelé une machine.

5.2.3. Définition: machines et types de machines

Soient £ un ensemble et 2 un ensemble de relations dans E, autrement dit 2 C R(E).
On appelle machine de type (E, S2) tout accepteur fini M sur I’ensemble 2.

Cette définition comporte en fait deux parties.

Premicrement, un type de machine est un couple (E, €2) dans lequel E est un ensemble
et 2 est un ensemble de relations dans E. Ces relations sont appelées les opérations de ce
type de machine et I’on parle de I’ensemble 2 comme étant le répertoire d’opérations du
type de machine (E, €2). Ces relations sont d’ailleurs souvent des fonctions.

Deuxiemement, une machine de type (E, 2) est un accepteur fini sur I’ensemble 2.

Nous dirons qu’une machine M de type (E, Q) agit dans [’ensemble E.

5.2.4. Exemple
Nous reprenons 1’exemple de 5.2.1, en posant E = N x Net Q = {«, 8, ¥} avec
a=Inc; ={(x,y) > &+ 1Ly y €E}
B =Dec; ={(x,y+ 1)~ (x,y)[(x,y) € E}
Yy =Nuly ={(x,0) = (x,0) | x € N} = Idmx(0))-

L’accepteur (M, I, F) qui est représenté de deux manieres dans la figure 5.6 est une machine
de type (E, 2).

Nul
a2 = ==
Incy [ lDeCZ Oﬂ l J¢; Figure 5.6
q2 q2
Le langage LY. = L(’]"]’ ¢, Sur 2 accepté par M est I’ensemble de séquences suivant:

( Nuly ),

{ Decs, Incy, Nul, ),

Q) { Decy, Incy, Decy, Incy, Nuly Y, = LJIWF

{ Decy, Incy, Dec,, Incy, Decs, Incy, Nul, ),
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Il s’agit d’un ensemble de séquences de relations dans E. L’évaluation de chacune de ces
séquences, dans le monoide R (E), est le produit de composition des relations de la séquence.
On obtient ainsi I’ensemble de relations:

thlz,
DecyInciNul,,
2) DecsyInciDecyInciNuls, = {evalgE)(o) |0 € L% .

DecyInciDecyInciDecyInc Nuls,,

L’ensemble (2) est le transformé de ’ensemble (1) par la fonction d’évaluation evalr g :
W(R(E)) - R(E).

Lorsqu’il est dit dans la définition 5.2.3 qu’une machine est un accepteur interprété,
cela signifie en 1’occurrence que 1’on s’intéresse plutdt a ’ensemble de relations (2) qu’a
I’ensemble de séquences de relations (1).

Mais on va plus loin encore. On s’intéresse en fait a la réunion de toutes les relations
de I’ensemble (2). La relation ainsi obtenue est la relation dite définie par la machine. On
désigne cette relation par |M|. Comme I’ensemble (2) est I’ensemble des relations de la
forme (DecyIncy)"Nul, (n € IN), on a

M| = U (DecyIncy)" Nuly
nelN

= (U (Deczlncl)")Nulz = (DecyIncy)*Nul,.
nelN

3)

Cette notion fait 1’objet de la définition générale suivante (5.2.5).

5.2.5. Relation définie par une machine

Soient (E, €2) un type de machine et (M, I, F) une machine de type (E, €2). Nous
appelons relation définie par M dans E la relation

(1) M| = U evalr ) (0).
O'EL}IWF

Pour que cette définition soit bien claire, nous nous référons encore a I’exemple précédent:
pour chaque séquence o = {(o[l],..., o[n])) appartenant au langage L%v (5.2.4(1)), on
forme le produit de relations

lg(o)
evalgg)(0) = o[1]---o[n] = [ | olk]
i=1

puis on prend la réunion des relations evalr gy (o) ainsi formées (5.2.4(2)).
Par définition de |M|, on a

lg(o)
) (a.b) € M| & Ela(a €LV et(ab)e[] a[k]).
i=1

Si I’on interprete M comme étant un programme dont 1’espace des états de mémoire est
I’ensemble E et dont les instructions simples appartiennent a I’ensemble €2, on peut dire
qu’une exécution de ce programme, a partir d’un état de mémoire initial a, consiste a exécuter
une séquence d’instructions o appartenant au langage sur €2 accepté par M.
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5.2.6. Expression réguliere de la relation définie par une machine

Nous avons vu (5.2.4(3)) que pour la machine M de la figure 5.6 la relation | M| définie
par M dans ’ensemble £ = IN x IN peut s’exprimer au moyen des relations « = Incy,
B = Dec;, y = Nul, par

(D M| = (Ba)"y.

Cette expression réguliere frappe immédiatement comme étant exactement celle que
1’on utiliserait pour exprimer le langage L. sur ’alphabet Q = {«, B, y} accepté par M :

2) LY = (Ba)*y.

S’agit-il d’une coincidence fortuite ou d’une propriété générale des machines? La réponse,
comme nous allons le voir, est qu’il s’agit bien d’une propriété générale.

Remarquons d’abord qu’en toute rigueur I’une ou 1’autre des égalités (1), (2) doit étre
incorrecte, sinon on peut en déduire LY. = |M|, ce qui est absurde: le langage L. est un
ensemble de séquences sur 1’alphabet 2 et n’est pas la méme chose que la relation |M|,
laquelle est un sous-ensemble de E x E.

L’erreur est vite trouvée. Elle est dans (2), ou I’ on écrit abusivement «, 8, y pour désigner
les langages élémentaires {{ o )}, {{ B )}, {{ v )} sur I’alphabet Q2 = {«, B, y}, comme cela
se fait généralement dans les expressions régulieres utilisées pour représenter des langages
réguliers (3.4.8). Les opérations de produit et de fermeture de Kleene dans (2) sont celles de
I’algebre de Kleene £(£2) des langages sur I’alphabet 2 et I’égalité rigoureusement correcte
qui correspond a (2) est

3) Lt = (1AM ) ).

Dans (1), par contre, il n’y a aucun abus de notation: «, 8, y désignent des relations dans
E; les opérations de produit et de fermeture de Kleene sont celles de 1’algebre de Kleene
R(E). Lexpression (Ba)*y désigne bien une relation dans E.

Il y a néanmoins une similitude remarquable entre les expressions (1) et (3). On passe de
la premiere a la seconde en remplacant «, 8, y respectivement par {{ o )}, {{ BN}, {{ ¥ )}
et vice-versa. On peut dire que le langage L et la relation | M| peuvent étre « construits de
la méme maniére » en partant d’une part des langages élémentaires {{a )}, {{ BN}, {{ ¥ )}
et d’autre part des relations «, 8, .

Que signifie exactement « construits de la méme maniere »? Cela signifie que 1’on peut
donner pour le langage L. et pour larelation | M| des constructions génératrices semblables
(figure 5.7). La premiere est une construction génératrice de base

S = {{(a)) (B (¥ M}

dans I’algebre de Kleene £(£2) des langages sur I’alphabet 2. & est’ensemble des langages
élémentaires sur €2. La seconde est une construction génératrice de base 2 = {«, 8, ¥} dans
I’algebre de Kleene R(E) des relations dans E.

L’adjectif « semblables », pour ces constructions génératrices, est encore vague. L’ex-
pression exacte de cette similitude est que, pour chaque k € [1 .. 6]les propositions suivantes
sont vraies: Si L; est un langage élémentaire {{ o ))}, alors R; estlarelationo. Si L; = &
(ce qui n’a pas lieu dans cet exemple), alors Ry = . Si Ly = L; U L; (ce qui n’a pas lieu),
alors Ry = Ri UR;.Si Ly = L;L;, alors Ry = R;R;.Si Ly = L}, alors Ry = R;.

Le théoréeme suivant montre que I’existence de constructions génératrices régulieres
semblables (dans ce sens) pour le langage LY. et pour la relation |M| définie par une
machine (M, I, F), est une propriété générale des machines.
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Ly ={{a)} R =«

Ly ={(B)} R, =p

Ly =LLy ={{BM{a)} R3; = RyRy = Ba
Ly=1Lj = {(BMHaID" Ry=R; = (Ba)*
Ls ={{y )} Rs =y

Lo =L4Ls = {(BIHLaID* (¥ N} Re= R4Rs = (Ba)*y.

Figure 5.7

5.2.7. Théoreme

Soient (E, 2) un type de machine et (M, I, F) une machine de type (E, 2). Soient
encore & I’ensemble des langages élémentaires sur €2 et

(Li,....Ly)

une construction génératrice de base & dans £(Q) telle que L, = L. Posons enfin, pour
toutk € [1 .. n]:
Rk = U evalR(E) (O')

o€l

Pour tout k € [1 .. n] on a, quels que soientx € Qeti, j € [1.. k—1]:

Li={{a)} = Rr=o;
Ly=9 = R, =0;
Ly=L,UL; = R,=R;UR;;
Lk:L,'Lj = Rk:R[Rj;
Ly =(L)" = R«=(R)".

Par suite, la séquence { Ry, ..., R, )) estune construction génératrice de base 2 dans R(E).
On aenoutre R, = |M|.

Démonstration: voir [A].

5.2.8. Le théoreme de Kleene pour les machines
Le théoréme 5.2.7 montre que la relation | M | définie par une machine M de type (E, 2)
est régulierement engendrée par I’ensemble de relations €2 dans 1’algebre de Kleene R(E)
(3.4.4), puisqu’il existe une construction génératrice { Ri, ..., R, )) de base 2 dans R(E)
telle que R, = |M|. On a donc
|M| € Reg(£2),

suivant la notation introduite au §3.4.4. L’énoncé de ce fait constitue la premiere partie du
théoréme suivant, que nous appelons le « théoréme de Kleene pour les machines ».

Théoréeme. Soient (E, 2) un type de machine. Pour toute machine M de type (E, €2),
on a |[M| € Reg(L2). Réciproquement, pour toute relation R dans E qui est régulicrement
engendrée par €2, c’est-a-dire pour toute relation R € Reg(£2), il existe une machine M de
type (E, 2) telle que R = |M|.

Démonstration: voir [A].

5.2.9. Complément sur I’opérateur Reg
Les théorémes suivants sont un complément a ceux du §3.4.5.
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Théorémes. Soient K une algebre de Kleene, & C K et &' € £.Ona
(1) & C Reg(S).
(2) & C & = Reg(S) C Reg(&').
(3) Reg(Reg(6)) = Reg(S).

Ces formules sont intuitivement évidentes lorsqu’on interprete Reg(&) comme étant
I’ensemble des éléments de K qui peuvent étre construits a partir d’éléments de & U {J} en
effectuant un nombre fini de réunions, produits, fermetures de Kleene. Une démonstration
précise est donnée dans [A].

5.2.10. Machines et types de machines équivalents

Ce qui est important, dans une machine M agissant dans un ensemble E, c’est la relation
|M| qu’elle définit dans E. C’est pourquoi deux machines M, M’ agissant dans le méme
ensemble E, donc de types respectifs (E, 2), (E, '), sont dites équivalentes si |M| = |M’|.

Dans la méme optique, ce qui est important dans un type de machine (E, €2), ce sont
les relations dans E que I’on peut définir au moyen de machines de ce type, c’est-a-dire de
machines utilisant le répertoire d’instructions 2. Deux types (E, Q2), (E, ') de machines
agissant dans le méme ensemble E sont dits équivalents si, pour toute machine de 1'un de
ces types il existe une machine équivalente de I’autre type. D’apres le théoreme de Kleene
(5.2.8), cela revient a dire que toute relation dans E qui est régulierement engendrée par <2
est régulierement engendrée par Q' et réciproquement, autrement dit que les ensembles de
relations Reg(£2) et Reg(£2’) sont égaux.

Exemple 1. Les machines M’ et M" représentées dans la figure 5.8, agissant dans
I’ensemble £ = I x I, sont équivalentes a la machine M de la figure 5.6, car on a
évidemment

M| =|M'| =|M"| = (DecyIncy)*Nuls.

En posant comme précédemment 2 = {Dec,, Inc|, Nul,} (5.2.4), on peut dire que M est
de type (E, 2) mais que M’ et M" ne sont pas de ce type puisque ces deux accepteurs
possedent des transitions (g;, 0, ;) telles que o ¢ 2. Par contre, on peut dire que M’ et M”
sont de type (E, Reg(£2)) puisque, pour chacune de leurs transitions (g;, o, g;), la relation
o appartient a Reg(£€2).

M’ : M
Nul, (DecyIncy)” Nul,
—><4_1)4> q2 =) =) g1 > () =)
DecyInc
Figure 5.8

En fait, les types de machines (E, 2) et (E, Reg(£2)) sont équivalents, et ceci est valable
pour n’importe quel type de machine (E, €2), en vertu de 1’égalité

Reg(£2) = Reg(Reg(£)),

qui est vraie d’apres 5.2.9(3). Ceci est une équivalence de type fréquemment utilisée, en ce
sens que I’on remplace souvent une machine M de type (E, 2) par une machine M’ de type
(E, Reg(2)) telle que |M’| = |M|. En particulier, on peut toujours choisir pour M’ une
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machine ayant seulement deux états et une transition, comme la machine M” de la figure
5.8, a savoir la transition (g1, 0, g2) ou o = |M]|.

Exemple 2. Une autre équivalence de types de machine fréquemment utilisée est celle
d’un type (E, 2) quelconque et du type

(E, QU{Idg}).

Vérifions 1’équivalence de ces deux types en posant Q' = Q U {Idg} et en montrant
que Reg(2) = Reg(2). Comme 2 C 2/, on a Reg(2) C Reg(Q2’') d’aprés 5.2.9(2).
Démontrons I’inclusion inverse. Comme 2 C Reg(2) (5.2.9(1)) et {Idg} C Reg(2)
(3.4.5(2)), on a Q' C Reg(£2), donc Reg(2") C Reg(Reg(£2)) = Reg(£2) d’apres 5.2.9(2)
et 5.2.9(3).

En vertu de cette équivalence, I’instruction neutre Idg, souvent notée NOPg ou sim-
plement NOP, est fréquemment utilisée dans une machine, en plus des instructions d’un
répertoire 2 donné.

5.3 Assertations de machines

5.3.1. Exemple

Soient encore une fois E = N x IN, Q2 = {Incy, Dec,, Nul,} et (M, I, F) la machine de
la figure 5.6, de type (E, €2). Cette machine est représentée encore dans la figure 5.9, ou elle
est munie d’une assertation. Cela signifie qu’a chaque état p € Q est associé un ensemble
A, C E. On suppose que m et n sont deux entiers naturels fixés. Les ensembles associés
aux états g1, g2, g3 sont respectivement

Ay ={(x,y) € E|x+y=m+n};
Ay, ={x,y) €E|lx+y+1=m+n}
Aq3={(X,y)€E|x+y=m+nety=0}‘

En outre, un ensemble initial A; C E et un ensemble final Ar C E sont donnés, a savoir

AI == {(-xay) € E|(x»)’)=(m,”)},
Ar={(x,y) € E|x =m +n}.

Il est clair que ces ensembles ne sont pas tous notés de la maniere la plus simple possible.
On pourrait surtout écrire plus simplement

A; ={(m,n)}, Ay =1{(m+n,0)}.

La notation utilisée pour les ensembles A, A;, Ar dans la figure 5.9 est uniforme, a savoir
que chacun d’eux est représenté par une expression de la forme

{(x,y) € E| P(x, y)},

désignant I’ensemble des couples (x, y) € E qui vérifient une certaine proposition, ou
assertion, P(x, y). Seule la proposition P(x, y) change d’un de ces ensembles a 1’autre.
Cela suggere immédiatement la notation abrégée de la figure 5.10, ou chaque ensemble
{(x, ¥)| P(x, y)} del’assertation est désigné simplement par P (x, y). Onparle de [’assertion
P (x, y). Mais ceci n’est qu’une simplification de la notation. Nous nous référons a la figure
5.9 pour la suite de la discussion.

Le systeme d’ensembles A,,, Ay, Ar n’est pas quelconque. Il posséde certaines pro-
priétés, en vertu desquelles il constitue — par définition — une assertation de la machine



140 Chap. 5. Machines

{(x,y) € E(x,y) = (m,n)}
l q1 q3
({(x,y)eElx—i—y:m—i-n} )le{ {x,y)€eE|lx+y=m+nety=0} )

Incy| | Decy l
92 {(x,y) € E|x =m +n}
( {(x,y€eE|lx+y+1=m+n} ]

Figure 5.9
(x,y) = (m,n)

l q1 q3
Nulz
[x+y=m+n)—>[x+y=m+nety=0 ]

Incy | | Decy l
92 x=m+n
[x+y+1:m+n ]

Figure 5.10

considérée. Ces propriétés sont les suivantes. Premierement, on a
(1) A C Ay et Ay, C Ar.

Ces inclusions sont évidentes. L'unique élément de A; est le couple (x, y) = (m, n) et pour
ce couple on a évidemment x +y = m +n, donc il appartienta A,,. L’ensemble A,, possede
un élément et un seul, a savoir le couple (m + n, 0). Il est donc contenu dans I’ensemble A ¢
qui est ’ensemble des couples dont la premiere projection est égale a m + n.

Dans cet exemple, I’accepteur M possede un seul état initial (g,) et un seul état final (g3).
S’il y avait plusieurs €tats initiaux g; (resp. plusieurs €tats finaux g;), 'inclusion A; C A,
(resp qu C AF) devrait étre vérifiée pour chaque état g; € I (resp. pour chaque étatg; € F).

Deuxiemement, on a les inclusions suivantes:

2) Decy(Ay) C Ay, Inci(Ay,) C Ay, Nuly(Ay) C Ay

La regle générale est que pour chaque transition (g;, @, g;) de la machine, le transformé
de I’ensemble A, par la relation « est inclus dans A, ;. Les inclusions (2) se démontrent
a partir de la donnée des ensembles A, et de la définition des relations Decy, Incy, Nul,
(5.2.4). Cette démonstration est donnée plus bas pour la premiére des trois inclusions.

La propriété principale de 1’assertation, qui découle de (1) et (2), est la suivante:

3) IM|(A;) C Ap.

Le transformé de I’ensemble initial de I’assertation par la relation | M| définie par la machine
est inclus dans 1’ensemble final de 1’assertation. En d’autres termes, si (x, y) et (x’, y’) sont
I’état de mémoire initial et I’état de mémoire final d’une exécution du « programme » M et
si (x,y) € Aj, c’est-a-dire si (x, y) = (m, n), alors (x', y') € Af, c’est-a-dire x’ = m + n.

Nous ne démontrerons pas I’inclusion (3) pour cet exemple particulier, mais dans le
cas général d’une machine et d’une assertation quelconques, apres avoir donné la définition
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générale de ce concept (5.3.2).

Démonstration des inclusions (2). Les inclusions de cette forme se démontrent en
appliquant la formule générale 1.3.23 (4) sur le transformé d’un ensemble A par une relation
R. Nous démontrons ainsi la premiere des inclusions (2). D’apres la formule mentionnée, il
s’agit de montrer que pour deux éléments

z=(x,y) etz' = (", y"
quelconques de £ = IN x IN, on a
“) (z € Ay et(z,2)) € Decy) = 7' € A,,.
Par définition de A,,, Dec> (5.2.4) et A;,, 0na
Z€A, & x+y=m+n;

(z.2)) € Decy & (y#0etz' = (x,y = D);
7 eA, & x'+y +1=m+n.
Supposons que z € Ay, et (z,2") € Decy, c’est-a-dire que x +y = m +nety # Oet
=@, y—1.Alorsx'"=xety' =y—1,doncx’+y +1=m+n.Douz €A,

5.3.2. Définition: assertation d’une machine

Soient (E, €2) un type de machine et (M, I, F') une machine de type (E, 2). On appelle
assertation de M la donnée, pour chaque état p € QM, d’un ensemble A, C E, et en
outre, celle d’'un ensemble A; C E et d’un ensemble Ay C E, ces données satisfaisant aux
conditions suivantes:

(1) Vpel: A;CA,.
(2) VgeF: A, C Afr.
(3) Pour chaque transition (p, o, g) de M: «o(A,) C A,.

Les ensembles A; et Ap sont appelés respectivement !’ensemble initial et I’ensemble final
de I’assertation. La propriété suivante d’une assertation de M est une conséquence de la
propriété (3):

(4) Pour toute séquence 0 = (o[l], ..., o[n])) sur’alphabet €2, si p et g sont deux états
de M tels que o relie p a g dans M, alorson a (o[1]---o[n])(A,) C A,, autrement dit

(evalr () (0))(Ap) C A,.

Démonstration: voir [A].

5.3.3. Propriété principale d’une assertation
Soient (£, 2) un type de machine, (M, I, F') une machine de type (E, 2) et soient A,
Ar I’ensemble initial et I’ensemble final d’une assertation de M. On a

|M[(A[) C AF.
Démonstration. D’apres la formule 1.3.23 (4), il suffit de montrer que
(a€Ajet(a,b)e|M|)=beAp.

Supposons donc que a € Aj et (a,b) € |[M|. Nous devons en déduire b € Ap. Par
définition de |M| (5.2.5), et plus précisément d’apres 5.2.5(2), il existe une séquence o €
LY. telle que

(1) (Cl, b) € €Val’R(E)(O').
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Une telle séquence o relie un état p € I a un état g € F dans M et, par définition d’une
assertation,ona A; C A, et A; C Ap. Comme a € A; par hypothese, on a donc

2) ach,.
Comme o relie p a g, on a, d’apres 5.3.2(4),

(3) (evalr () (0))(Ap) C A,.
De (1), (2) et (3), on déduit b € A, (1.3.23(4)). Comme A, C A, il vientb € Ap.

5.3.4. Relations d’affectation
Au §5.1.2 nous avons considéré le programme

Var x,y:N;
while y # 0 do
yi=y—-1
x:=x+1
od
et au §5.1.3, nous avons associé aux instructions y :=y — 1 et x :=x + 1 de ce programme
les relations

Decy = {(x,y) = (x,y = D[ (x,y) € Nx Nety # 0};
Inci ={(x,y) —» (x+1,y)[(x,y) € N x IN}

dans I’ensemble IN x IN. Nous dirons naturellement que ces relations dans IN x IN sont des
relations d’affectation.

On peut convenir, si I’on veut, que les expressions y :=y — 1 et x :=x + 1 elles-mémes
désignent ces relations. Cependant, en tant que notations d’une relation, ces expressions sont
incompletes. Si I’on changeait par exemple 1’ordre des variables dans la déclaration initiale
du programme, en écrivant Var y, x : IN, alors les relations correspondant aux instructions
y:=y—1,x:=x + 1 seraient

Deci ={(y,x) = (y — L,x)[(y,x) e Nx Nety # 0};

Incz = {()’»x) = (y’-x+ 1)|(y’x) eN X]N}
Par ailleurs, les instructions y := y—1, x := x+1 pourraient figurer dans un programme ayant
d’autres variables que x et y, commengant par exemple par la déclaration Var x, y, z : IN.

Dans ce cas, I’espace des états de mémoire serait I’ensemble N> = IN x IN x IN et la relation
associée a y :=y — 1 serait I’ensemble

{(x,y, 20> (x,y = 1,2) | (x,y,2) e N} et y # 0}.

La relation associée a une instruction d’affectation dépend donc du programme dans lequel
elle se trouve, et plus exactement de la déclaration de variables par laquelle le programme
commence. C’est pourquoi nous utiliserons la notation

yi=y—1
(x,y) e Nx N
comme notation compléte de la relation correspondant a I’instruction y:=y — 1 dans le

cadre de la déclaration de variables x, y : IN.
La forme générale d’une déclaration de n variables est

Varx; : Ey; ... ; Varx, : E,;
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ou xi, ..., X, sont des variables distinctes et E1, ..., E, sont des ensembles. L’espace des
états de mémoire correspondant est le produit cartésien £ = E| x --- x E,, ensemble des
n-uples de valeurs (xy, ..., x,) tels que x; € E; pouri = 1,...,n. Dans le cadre d’une

telle déclaration de variables, une instruction d’affectation est de la forme générale

Xi = T,
ol x; est ’'une des variables xy, ..., x, et T est un terme. En général, ce terme peut dépendre
de x1, ..., x,, a savoir que certaines de ces variables, voir toutes, peuvent figurer librement

dans T. C’est le cas par exemple dans I'instruction x; :=x; + x;, ou T est le terme x; + x;.

Définition. La relation d’affectation

R = x,-::T
Sl ... x)) €E X X E,

dans I’ensemble d’états de mémoire £ = E| x --- X E, est ’ensemble des couples d’états

de mémoire de la forme (xy,...,x;,...,x,) — (x1,...,T,...,x,). Formellement, en
désignant par (T|x;)(xy, ..., x,) le terme (x1, ..., T, ..., x,), obtenu en remplacant x; par
T dans le terme (xy, ..., x,), nous avons par définition

ﬂ:in=T ]
(D X1,....x,) € E

:{(xlv"'7xn)}_) (T|xi)(x17‘~"xn)|(x17"~7xn) eE‘etTeE'l }

Exemple. SiE =F x E;, =N x N,

|[y:=y—l]l :{(x,y)|—> (x,y—1)|(x,y)€Eety—le]N}.
(x,y) e E

Le terme T est dans ce cas le terme y — 1. La condition (x,y) € Eety —1 € N, a
droite de la barre verticale, correspond a la condition (x,...,x,) € EetT € E; de (1),
a savoir, dans ce cas, (x,y) € Eety —1 € E, = . Elle équivaut a (x, y) € IN x IN et
y # 0. Cet exemple montre bien la nécessité de la condition T € E; a droite de la barre
verticale dans la définition générale (1). La valeur que prend le terme T, dans un état de
mémoire (xy, ..., X,) quelconque, n’appartient pas nécessairement a I’ensemble E;. Par
exemple, la valeur du terme y — 1, pour un état de mémoire (x, y) € IN x IN, n’appartient
pas nécessairement a IN. Si la condition T € E; n’est pas satisfaite par un état de mémoire
(x1, ..., x,), opération d’affectation n’est pas exécutable. Cette condition est donc une
restriction sur les états de mémoire a partir desquels 1’opération d’affectation est exécutable.

Théoreme. Soient E|, ..., E, desensembles, £ = E; x --- x E,, et soient
A=A{(x1,....,x0) € E| P(x1,..., %)}
B ={(x1,...,xn) € E|Q(x17’~-axﬂ)}
deux sous-ensembles de E, définis au moyen de propositions P (x1, ..., X,), Q(x1, ..., X»),
qui sont des conditions caractérisant les états de mémoire (xy, ..., x,) appartenant a ces

ensembles. Soit d’autre part

inZT
R =
l[(xl,...,xn) eE]
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une relation d’affectation (1) dans £. On a

pour tout (xy,...,x,) € E :

2 RA)CB<& ’
(P(x1,...,x,) et TEE) = O(x1,....T,...,x,)

ot la proposition Q(xy, ..., T, ..., x,) est la proposition (T|x;) Q, obtenue en remplacant

toutes les occurrences libres de x; dans Q par le terme T (que I’on suppose librement
substituable a x; dans Q).

Démonstration. Pour un état de mémoire (x1,...,x,) € E, la conjonction des pro-
positions P(xy,...,x,) et T € E; équivaut, par définition de A etde R (1), a
3) (x1,...,x5) €A et (x1,...,x,) = (T|x;)(x1,...,x,) €R.
D’autre part, la proposition Q(xy,..., T, ..., x,) signifie, par définition de B, que I’état
de mémoire (x1,..., T, ..., x,) appartient a B, ce qui s’écrit:
4) (Tx;)(x1, ..., x,) € B.
L’implication (P(x{,...,x,) et T € E;) = Q(xy,...,T,..., x,), dans (2), équivaut
donc a (3) = (4). Dire qu’elle est vraie pour tout (x1, ..., x,) € E équivauta R(A) C B
(1.3.23(4)).

5.3.5. Exemple: machine de multiplication

La figure 5.11, dans laquelle la déclaration de variables u, x, y, z : IN est sous-entendue,
représente une machine (M, I, F) agissant dans ’ensemble £ = E| X --- x E4 = IN x
N x N x IN = IN*. On peut considérer cette machine comme correspondant au programme :

Var u,x,y,z:N;

u:=x,
z:=0;
while u # 0 do
z2:=z+Y;
u:=u—1
od.

L’expression u := x représente la relation d’affectation

u=x
=1{(u,x,y,20)— (x,x,v,2) | (u,x,y,2) € Ej.
[(u’x’y’z)eE] {@,x,y,2) > (%5, 2 [, x,9,2) € E}
La condition T € E; qui figure dans la définition générale 5.3.4(1) seraitici x € E, c’est-
a-dire x € IN. Elle est superflue parce qu’elle est impliquée par (u, x, y, z) € E. De méme,
les expressions z:=0, z:=z + y, u :=u — 1 représentent les relations

[2:=0

(Mxyz)EE ={(u9x7y’Z)f_>(M,X,y,0)|(u’x’y’z)eE}

[z:=z+y ]

(l,{xyz)eE ={(M,X,y,Z)f—>(u,x,y,z—f—y)‘(u’x’y’z)eE}
(u:=u—1 T

(MxyZ)GE ={(M,X’y,Z)f—>(M—l,x,y,z)|(u,x’y’z)eEetu#O}‘

La condition u # 0, dans cette derniere, correspond a la condition T € E; de 5.3.4(1), qui
s’exprime ici u — 1 € Eq, c’est-a-dire u — 1 € IN. Nous désignerons ces quatre relations
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=> q
U:=x
2
z:=0
J if (u = 0) Figure 5.11
- > q3 *96 = Machine de multiplication.
if (u % 0) Variables u, x, y, z : IN.
u:=u—1 é4
z:=z+Yy
s

d’affectation dans IN* par les notations abrégées
[u:=x], [z:=01, [z:=z+yl, [u:=u-1].

Les expressions if (u = 0), if (u # 0) représentent les relations de test

-lf(l/[zo)

(u,x,y,2) € E ={u.x.y.2) > (. x,y,2) | (. x,y,2) € Eetu =0}
=Idx ot X ={(u,x,y,z) € Elu=0}

[if (u # 0)

(Uox.y.2) € E ={(u,x,y,z)|—>(u,x,y,z)\(u,x,y,z)eEetu;ﬁO}

=1Idy ot X ={(u,x,y,z) € E|u#0}.

Une assertation de cette machine M est donnée dans la figure 5.12. Les ensembles Ay,
Ap, A, (i = 1,...,5) sont tous représentés seulement par une assertion (proposition)
P(u, x, y, z) et c’est chaque fois I’ensemble

A={(u,z,x,y) € E|P(u,z,x,y)}

qui est représenté ainsi (cf. figures 5.9 et 5.10). En particulier le symbole true représente
une proposition vraie, par exemple la proposition # = u, de sorte que les ensembles A; et
A,, sont égaux a E puisqu’on a trivialement {(u, z, x,y) € E|u =u} = E.

Il faut vérifier bien slir que cette assertation de M en est bien une, a savoir que les
conditions (1), (2), (3) de 5.3.2 sont satisfaites. Les deux premicres le sont évidemment,
puisque

A=A, =E;
Ay =Ar ={(u,x,y,2) € E|z=xy}.

Pour la troisieme condition, 5.3.2(3), nous avons deux genres de transitions a considérer:
celles qui comportent une instruction de test et celles qui comportent une instruction
d’affectation. Il s’agit de vérifier par exemple que les inclusions

(1) [if (u = O)1(Ag) C Ay, [u:=u—11{A,,) C A,
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q1

u:=x

(e=)”
u=x
z:=0
r q3 . _ g6
z=(x—uwy } fu=0 , Z2=xy | =p z=1xy
if (u #£0)
q4
u=u—1 [zz(x—u)yetu>0]
Z2:=2z+Yy

qs
% z=@—u)y+yetu>0 ]

Figure 5.12

sont vraies pour les ensembles

Agy ={(u,x,y,2) € E|lz= (x —u)yk
Aqs ={(u,x,y,2) € Elz=xy};
Ay ={(u,x,y,2) € Elz=(x —u)y+yetu > 0}.
La relation [if (# = 0)] est la relation identique Idy de I’ensemble
X ={(u,x,y,2) € E|lu=0}.
D’apres le théoreme 6 de 1.3.23, Iinclusion [[if (u = 0)][(A,,) C Ay €quivaut a
A% nxc A%'

Il est facile de montrer que cette inclusion est vraie. Soit en effet a = (u, x, y, z) un état
de mémoire quelconque (a € E). Sia € Ay, N X, C’est-a-dire sil'onaz = (x —u)y et
u = 0, alors z = xy, donc a € A,,. En résumé, la premiere des inclusions (1) est vérifi€e
simplement parce que, pour tout (u#, x, y,z) € E:

(z:(x—u)y et u=0)$z=xy.
Toutes les transitions de test se vérifient de la méme maniere. Par exemple, on a
[if (u # 0)[(Ay,) C Ag,

parceque (z=(x—u)yetu#0)=(z=x—u)yetu>0).
Pour les transitions comportant une affectation, nous appliquons le théoreme 5.3.4(2).
En vertu de ce théoréme, on a par exemple

[u:=x](A,) C A,
<
pour tout (u, x, y,z) € N*: (trueetx e N) = (x|u)(u = x).

Le second membre de cette équivalence est vrai d’apres le principe de logique élémentaire
« tout implique le vrai », puisque la proposition (x|u)(# = x) est la proposition vraie x = x.
Donc [u :=x](A,,) C Ay, est vraie. On a de méme
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[z:=0](A,,) C Ay

=
pour tout (u, x, y,z) € N*: (u=xet0eN)= (0lz)(z = (x —w)y).

Limplication (u = x et 0 € N) = (0/z)(z = (x — u)y) équivaut a
u=x = 0=(x —u)y.
Elle est évidemment vraie pour tout (u, x, y, z) € N*. Donc [z:= 01(Ay,) C Ay, est vraie.

Finalement, on a

[u:=u—11(As) C Aj

g

pour tout (u, x, v, z) e N*:

(Z=(x—u)y+yetu >Oetu—le]N) = (u—llu)(z:(x—u)y).
P

L’implication P peut s’écrire plus simplement

(Zz(x—u)y+yetu>0) = z=&—-w-—-1)y.

Elle est vraie pour tout (1, x, y,z) € IN*. Donc [[u:=u — 1](As) C As est vraie.

5.3.6. Exercice
Construire une machine assertée

e = @) - A=) = =
qi dn

agissant dans IN°, correspondant au programme suivant :

Var x,y,z,u,v:N;

u:=x;
VI=Y;
z:=0;

while u # 0 do
if odd(u) then z:=z + v;
u:=udiv 2;
vi=v k2
od.
La machine aura un seul état initial (¢;) et un seul état final g,. Elle sera de type (IN°, )
ou 2 est I’ensemble des relations d’affectation et de test

|[u::x]]=|[u::x 5:|l, etc.

(x,y,z,u,v) e N

o Tif=0 . _

[if (u = 0)] = |[(x’y’z’u’v) e]NS:H’ [if odd ()] = . ..
5.4 Machines déterministes

5.4.1. Produit de deux types de machines
Soient E; et E, deux ensembles, R; une relation dans E; et R, une relation dans E,.
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On définit la composition paralléle de R, et R,, notée R, // R,, comme étant la relation
suivante dans I’ensemble E = E; x E;:

(D Ri /| Ry = {(x1,x2) = (y1, y2) | x1 Ry y1 et x2 Ry y»}.

Exécuter « I’instruction » Ry // R, a partir d’un couple (x;, xp) € E; x E;, revient a exécuter
simultanément ou « parallelement » R; a partir de x; dans I’espace E; et R, a partir de x,
dans I’espace E,. Il faut bien voir que les deux exécutions doivent €tre possibles pour que
I’exécution de R; // R, le soit. Autrement dit, on a

2) Dom(R; // R;) = Dom(R;) x Dom(Rj).

Un couple (x;, x3) tel que x; € Dom(R;) et x, & Dom(R;), par exemple, n’appartient pas
au domaine de R; // R,.

Un cas particulier important est celui ol larelation R; (resp. R;) est la relation identique
de E; (resp. de E;). On a

Ry //1dg, = {(x1, x2) = (y1, x2) | x1 Ry y1 et xp € Eb}
Idg, // Ry = {(x1, x2) = (x1,y2) | x1 € Ej et x2 Ry yo}.

On parle souvent de R; // Idg, comme étant I’instruction « R executée dans E| x E; », et
I’on écrit abusivement R; au lieu de R; // Idg,. On écrit de méme R,, abusivement, pour la
relation Idg, // R», et I’on parle de I’instruction « R, exécutée dans E| x Ej ».

Le produit de deux types de machines (E\, 1), (E3, €2;) est un type de machine noté
(Eq, 21) ® (E3, 2,). 1l est défini comme suit:

(E1, Q1) ® (Ez, Q) = (Ey x E, Q)
ou Q= {oa; //Idg, |ag € 21} U {Idg, // oz | oo € 25}

On peut dire que les instructions du type produit sont celles de I'un et I’autre des deux types
facteurs, mais effectuées dans E; x E».

5.4.2. Exemple: machine a registre de lecture et pile
Soit X un ensemble. Nous allons définir deux types de machines (E1, 1), (E3, $2,),

avec
E, = E, = W(X).

Le premier sera appelé le type registre de lecture d’alphabet X et le deuxieéme le type
pile d’alphabet X. On peut considérer un registre d’alphabet X comme étant un organe
de mémoire pouvant contenir un mot quelconque sur X, ce mot lui-méme étant 1’état de
mémoire du registre. De méme pour une pile d’alphabet X.
Le répertoire d’instructions €2; du type registre de lecture d’alphabet X —nous le
désignerons plutot par 2, (r pour registre) — se compose des relations suivantes :
Premierement, pour chaque a € X, la relation

LIRE, = {{a)x — x| x € W(X)}.
Deuxiemement, la relation de test « registre vide »:
rVIDE = {A = A} = Id{A}.

Troisiemement la relation neutre NOP, = Idg,.
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Le domaine de larelation LIRE, (pouruna € X) est]’ensemble des séquences sur X qui
commencent par a, donc de la forme { a ))x. L’exécution de cette instruction « consomme »
le premier élément de la séquence. L’instruction ne peut pas étre exécutée a partir de la
séquence vide ou d’une séquence non vide qui ne commence pas par a.

Le répertoire d’instructions €2, du type pile d’alphabet X — nous le désignerons par €2,
(p pour pile) — se compose des relations suivantes :

Premiérement, pour chaque a € X, les relations

PUSH, = {x — {a)x|x € W(X)};
POP, = {{a)x — x| x € W(X)}.

Deuxiemement, la relation de test « pile vide »:

PVIDE = {A = A} =Idja,.
Troisiemement la relation neutre NOP, = Idg,.
Soient a, b deux objets distincts et X = {a, b}.

L accepteur fini (M, I, F) représenté dans la figure 5.13 est un exemple de machine du
type produit:

(registre de lecture d’alphabet X) ® (pile d’alphabet X).
Autrement dit, cette machine agit dans 1’ensemble
E=E x E; =W(X) x W(X),

et son répertoire d’opérations se compose de toutes les opérations de 1’un ou I’autre des
ensembles 2., 2, effectuées dans E| x E; au sens de 5.4.1, ¢’est-a-dire que LIRE, est mis
pour LIRE, //Idg,, PUSH, est mis pour Idg, // PUSH,, etc. L’opération NOP est la fonction
identique Idg = Id(g, xg,) = Idg, // Idg, = NOP, // NOP,,. Larelation | M| dans E définie par
cette machine est la relation

(LIRE,PUSH, U LIRE,PUSHy) ‘NOP(LIRE,POP, U LIRE,POPy,) rVIDEpVIDE.

Le facteur neutre NOP peut étre évidemment omis dans ce produit.

q2 qs
LIRE, | |PUSH, LIRE, | |POP,
- NOP vgy_ TVIDE | PVIDE . _
LIREy | | PUSHy LIREy | | POP
% gs
Figure 5.13

5.4.3. Exercice

On rappelle qu’un palindrome sur un alphabet X est une séquence x € W(X) telle
que p(x) = x, ou p est la fonction de renversement des séquences sur X. En parti-
culier, les palindromes de longueur paire sur X sont les séquences de la forme xp(x) =

{x[1],...,x[n], x[n], ..., x[1]).
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Montrer que la relation | M| définie par la machine M de la figure 5.13 dans 1’ensemble
E = W({a, b}) x W({a, b}) est I’ensemble

{(x, y) = (A, A) | (x,y)e E et Jue WX):x= u,o(u)y}.

La relation | M| est donc une fonction constante. Son domaine est I’ensemble des couples de
séquences (x, y) € E tels que x est une séquence de la forme wy, ou w est un palindrome
de longueur paire. En particulier, on a (x, A) € Dom(|M]) si et seulement si x est un
palindrome de longueur paire. On dit que M accepte ainsi les palindromes de longueur
paire.

5.4.4. Exercice

Modifier la machine M de la figure 5.13 de telle maniere qu’elle accepte tous les palin-
dromes sur {a, b}, de longueur paire ou impaire, ¢’est-a-dire que ’on ait (x, A) € Dom(|M])
si et seulement si x est un palindrome quelconque sur {a, b}.

5.4.5. Machines déterministes

Une machine (M, I, F) de type (E, Q2) est dite déterministe — en tant que machine — si
elle est déterministe en tant qu’accepteur fini sur €2, au sens de 4.4.1, et si elle satisfait en
outre aux trois conditions suivantes:

(1) Pour chaque transition (p, «, g) de M, la relation « est une fonction.

(2) Pourdeux transitions (p, «, g) et (p, &’, ¢') de M partant du méme état p, on a toujours
Doma N Doma’ = . Au plus une des deux instructions «, o’ peut étre exécutée a partir
d’un état de mémoire quelconque.

(3) Pour toute transition (p, o, g) de M,ona p € F. Autrement dit, il n’y pas de transition
partant d’un état final.

Exemples. La machine de multiplication de 5.3.5 (figure 5.11) est déterministe. C’est
en effet un accepteur déterministe au sens de 4.4.1. Les relations d’affectation et de test sont
toujours des fonctions. Les relations [if (# = 0)], [if (u # 0)] ont des domaines disjoints.
Il n’y a pas de transition partant de 1’état final g4.

La machine de la figure 5.13 n’est pas déterministe. C’est un accepteur déterministe au
sens de 4.4.1, et elle satisfait aux conditions (1) et (3). Par contre, elle ne satisfait pas a la
condition (2). Les relations LIRE, et NOP des transitions

(q1,LIREa, q2), (q1, NOP, g4)

n’ont pas des domaines disjoints. Le domaine de la relation NOP est I’ensemble E = E| x E;.
Ce domaine contient donc celui de n’importe quelle autre relation dans E. En particulier, il
contient celui de la relation LIRE, (exéctutée dans E| x E,), a savoir I’ensemble des couples
de séquences de la forme ({a)x, y). A partir d’un tel état de mémoire, on peut exécuter
aussi bien I’instruction LIRE, que I’instruction NOP.

Bien que cette machine M ne soit pas déterministe, nous avons vu () que sa relation | M|
est une fonction. La réciproque du théoréme suivant est donc fausse.

Théoreme. Soit (E, ) untype de machine. Pour toute machine déterministe (M, I, F)
de type (E, €2), la relation | M| est une fonction.

La démonstration se base sur la formule 5.2.5(2) et les propriétés qui définissent une
machine déterministe. Il assez évident qu’en vertu de ces propriétés, étant donné un état
de mémoire initial quelconque @ € E, il existe au plus une séquence o € LY. qui soit
exécutable a partir de a, ¢’ est-a-dire telle que a appartienne au domaine de la relation produit
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R =oll]---o[n] (n =lg(o)). Cette relation R est elle-méme une fonction puisque toutes
les relations o [k] sont des fonctions. Donc il existe au plus un b € E tel que (a, b) € |M|
(5.2.5(2)).

5.4.6. Exercice
La relation |M| dans E = W({a, b}) x W({a, b}) définie par la machine M de la figure
5.13 est donnée par 1’expression réguliere

(LIRE,PUSH, U LIRE,PUSHy)" (LIRE,POP, U LIRE,POPy,) rVIDEpVIDE.

Construire une machine équivalente (5.2.10) utilisant le répertoire de relations LIRE,, LIREy,
PUSH,, PUSHy,, POP,, POPy,, rVIDE, pVIDE, mais sans la relation NOP. On demande que cette
machine soit un accepteur déterministe au sens de 4.4.1 et satisfasse aux conditions 5.4.5 (1)
et 5.4.5(3). Montrer que la machine construite ne satisfait pas a la condition 5.4.5(2).

5.4.7. Exercice

Soit X = {a, b} un alphabet a deux éléments et X' = {a, b, ¢}, ol I’on suppose
que I’élément ¢ est distinct de a et b. Donner une machine déterministe M de type
(registre de lecture d’alphabet X') ® (pile d’alphabet X’) telle que I’on ait

(x,A) e Dom(|M]) & Ju e W(X) : x =u{¢)hpu).

On dit qu’une séquence x de cette forme est un « palindrome avec marqueur central ¢ » sur
I’alphabet X’ = {a, b, ¢}.

5.5 Machines de Turing

5.5.1. Introduction: le concept de calculabilité

Alan Mathison Turing (1912-1954) était un mathématicien anglais. En 1937, a1’époque
ot I’ordinateur n’avait pas encore été inventé, il devint célebre en publiant un article'® dans
lequel il fut le premier a donner un sens mathématique précis au mot « calculable », en
inventant pour cela un type de machine abstrait qui fut rapidement reconnu comme étant
universel, en ce sens que toute espece de machine peut étre simulée par une machine de ce
type.

L’adjectif « calculable » peut s’appliquer en particulier aux fonctions. Il existe des fonc-
tions calculables et des fonctions non-calculables — on le sait depuis de Turing. Pour préciser
cela, repartons de la définition mathématique du concept de fonction (1.3.9). Une fonction
F est un ensemble de couples tel que, pour tout objet x, il existe au plus un objet y tel que
(x,y) € F,etsicetobjet y existe il est désigné par F'(x). Cette définition ne parle pas d’un
quelconque procédé de calcul de F(x) a partir de x. Certes, pour la plupart des fonctions
auxquelles on a affaire dans les cours de mathématique, il existe un tel procédé — un algo-
rithme. Nous voulons seulement signaler ici que cette propriété de calculabilité n’est pas
contenue dans le concept de fonction.

Démontrer la non-calculabilité d’une fonction F c’est démontrer la non-existence d’une
machine — au sens le plus général — capable d’effectuer une certaine tache: le calcul de
F(x) pour tout x € Dom F. Mais qu’entend-on par « machine au sens le plus général » ?

10° A_ M. Turing: On Computable Numbers, with an Application to the Enscheidungsprob-
lem, Proc. London Math. Soc. (2) 42, 230-265 (1937).
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On ne peut pas donner de réponse définitive a cette question, mais seulement une réponse
relative aux types de machines que 1’on connait actuellement. Il se trouve cependant que
depuis Turing, personne n’a réussi inventer un type de machine capable de calculer des
fonctions qu’aucune machine de Turing ne puisse calculer. Des la parution de 1’article
de Turing, les mathématiciens se convainquirent rapidement que 1’on ne trouverait jamais
un type de machine plus « puissant ». Il ne s’agit pas de puissance au sens de la vitesse
de calcul —les machines de Turing sont au contraire d’une lenteur insupportable — mais
seulement de la capacité ou de I’'incapacité de résoudre un probléme, peu importe en combien
de temps. Cette conviction est acquise depuis plus de 50 ans.

Les exemples connus de fonctions non-calculables sont souvent des fonctions a réponse
booléenne, c’est-a-dire des fonctions F telles que, pour toute donnée x € Dom(F'), on a
F(x) € {0, 1}, ousi I’on veut: F(x) € {true, false}. D’autre part, ces fonctions F sont
toujours définies au moyen d’expressions conditionnelles. Cela veut dire que 1’on définit F
en disant que, pour tout x € Dom F', F'(x) = 1 si une certaine condition P (x) est satisfaite,
et que F(x) = 0si P(x) n’est pas satisfaite. Cela s’écrit d’habitude

1 si P(x)
M F@) = {0 si nonP (x).

Le choix du domaine de F et de la propriété P(x) correspondent en général a un probleme
qui est un « défi ». Un tel défi avait été posé en 1900 par le grand mathématicien allemand
David Hilbert. Il s’agissait de trouver un procédé sytématique permettant de décider (en
allemand entscheiden), pour une proposition arbitraire d’un langage du premier ordre, si
cette proposition est un théoreme de logique des prédicats ou non. Ce probleme historique
fut appelé en anglais « the Entscheidungsproblem » (sic), et Turing montra dans son article
qu’il n’a pas de solution. En d’autres termes, si1’on prend pour domaine de F I’ensemble des
propositions d’un langage du premier ordre, et pour propriété P(x) la propriété « x est un
théoréme de logique des prédicats », alors la fonction F définie par (1) n’est pas calculable.
Il n’existe pas d’algorithme permettant de répondre correctement « oui » ou « non » pour
toute proposition donnée x. Plus exactement: il n’existe pas de machine de Turing capable
de calculer F(x) pour toute proposition x. Depuis lors, on est convaincu qu’il n’existe
pas de machine de type quelconque capable de calculer cette fonction. Toutefois, certains
chercheurs aimant a se mouvoir a la frontiere de la science-fiction professent parfois une
opinion contraire.

L’usage d’expressions conditionnelles de la forme (1) intervient directement ou indi-
rectement dans toute définition de fonction non-calculable. Or, le fait que 1’on puisse définir
une fonction de cette maniere, autrement dit qu’il existe, au sens mathématique, une fonction
F de domaine donné satisfaisant a (1), est un théoreme simple, généralement admis comme
une évidence, mais dont la démonstration utilise de maniere décisive le principe logique du
tiers exclu, a savoir que, quel que soit x, la proposition P(x) ou nonP (x) est vraie. Sil’on
exclut ce principe de la logique, en se limitant a la logique dite intuitionniste!!, et si I’on en
tire les conséquences en expurgeant les mathématiques de tout ce qui en dépend, alors on
ne peut plus définir mathématiquement de fonctions non-calculables. Mais cela ne fait que
changer le nom d’une distinction qui existe bel et bien. Dire, en mathématique classique,
qu’une certaine expression de la forme (1) définit une fonction non-calculable revient a dire,
en mathématique intuitionniste, que cette expression ne définit pas de fonction du tout.

1 J. Zahnd, Logique élémentaire, $6.4, Presses Polytechniques et Universitaires Roman-
des, 1998.
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5.5.2. Le concept « physique » de machine de Turing

Il est commode de se représenter d’abord une machine de Turing comme une machine
physique (figure 5.14). Celle-ci se compose d’un organe de mémoire qui est un ruban infini
(en anglais tape) divisé en cellules. Chaque cellule peut contenir un symbole, appartenant
a un alphabet fini ¥ déterminé, appelé [’alphabet de ruban de la machine et dont la donnée
fait partie de celle de la machine. Les cellules vides sont considérées comme contenant un
symbole particulier dit « blanc », appartenant a I’alphabet X. Le contenu de I’ensemble des
cellules du ruban est soumis a la restriction suivante, qui est d’une grande importance: le
ruban comporte une infinité de cellules, mais il y toujours seulement un nombre fini de
cellules non-vides, c’est-a-dire contenant un symbole autre que le symbole blanc.

Ruban infini, comme organe de mémoire
L L L L [ drf [2]oftfa] Jofs] [ [ [ [ [ |

<~ téte de lecture-écriture
Organe de contrdle

fini (nombre fini
d’états possibles)

Figure 5.14

Le ruban est muni d’une téte de lecture-écriture qui peut se déplacer a gauche ou a
droite, d’une cellule a la fois. Cette téte est commandée par un organe de contrdle qui est un
dispositif fini, c’est-a-dire possédant un nombre fini d’états. La téte de lecture-écriture peut
exécuter les instructions suivantes:

se déplacer d’une cellule a gauche

se déplacer d’une cellule a droite

tester si le symbole inscrit dans la cellule est égal a un symbole donné
remplacer le symbole de la cellule par un symbole donné.

5.5.3. Le type d’une machine de Turing

Nous allons définir maintenant un type de machine (E, €2) au sens de 5.2.3, correspon-
dant au type « physique » que nous venons de décrire.

L’ensemble E des états de mémoire d’une telle machine est I’ensemble des états du
ruban —un état du ruban étant caractérisé par le contenu de toutes les cellules et par la
position de la téte de lecture/écriture —et €2 est ’ensemble des instructions décrites ci-
dessus. Nous les définirons mathématiquement plus loin. L’ensemble E dépend de I’ alphabet
de ruban ¥ de la machine et de 1I’élément de cet alphabet ¥ considéré comme « blanc ».
Nous désignerons cet élément par 5. L’ensemble E dépend du choix de b parce que les
états de ruban doivent respecter la condition que seul un nombre fini de cellules contient un
élément de X distinct de . De méme, le répertoire d’instructions dépend de 1’alphabet X,
puisqu’il est question de lire et d’écrire dans les cellules des éléments de X.

On ne peut donc pas définir un type de machine unique (E, €2) qui soit celui de toutes
les machines de Turing, mais, pour chaque couple (X, ) oil X est un ensemble fini et b est
un élément choisi de X, il y a un type de machine

)] (T(Z,0), Q())

appelé le type Turing d’alphabet ¥ avec symbole blanc b, qui se compose de:
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T(X,b) I’ensemble des états d’un ruban de machine de Turing
d’alphabet X% avec symbole blanc b;

Q((X) le répertoire d’opérations standard exécutées par la téte
de lecture-écriture d’un tel ruban: lecture, écriture,
déplacements.

Dans ce paragraphe, nous allons définir formellement ’ensemble T (X, b) et au para-
graphe suivant nous ferons de méme pour les instructions du répertoire €2(X) correspon-
dant. Pour simplifier I’écriture, nous utiliserons le symbole T (X, ») aussi bien pour désigner
I’ensemble des états de ruban que pour désigner le type (1), a savoir I’ensemble des états de
ruban « muni » de son répertoire d’opérations standard.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.15

Nous considérons la téte de lecture-écriture comme faisant partie de 1I’organe de mémoire
appelé ruban, de sorte que sa position par rapport au ruban fait partie de I’état de cette
mémoire. Un déplacement de la téte est un changement de I’état de mémoire. Pour formaliser
cela, nous imaginons un « systeme de coordonnées » lié a la téte de lecture, (figure 5.15),
dans lequel chaque cellule est repérée par son abscisse, qui est un entier k € Z, ou Z est
I’ensemble des entiers 0, =1, 22, +3, ... La cellule qui se trouve sous la téte de lecture a
toujours 1’abscisse 0.

Un état du ruban est déterminé par la donnée, pour chaque k € Z, du symbole contenu
dans la cellule d’abscisse k. Autrement dit, un état peut étre considéré comme une fonction
de domaine Z associant a chaque k € Z un élément de 1’alphabet X. Un état de ruban «
est donc une application de Z dans X (figure 5.16). Mais cette application est soumise a la
condition que le nombre de cellules contenant un symbole non blanc doit étre fini. Un état
de ruban est donc une fonction

0:Z—> X

qui satisfait a la condition suivante: I’ensemble
{k € Z]a(k) # b}

est fini. Il revient au méme de dire que cet ensemble est borné, c’est-a-dire qu’il existe un
m € NN tel que

VekeZ: oak)#b = |kl <m.

Nous désignons par T(X, b) ’ensemble des états de rubans ainsi définis. La lettre T se
rapporte au mot « tape » (ruban) ou a Turing si I’on préfere. En résumé, nous posons la
définition suivante:

Définition. Soient X un alphabet fini et » € X. Nous appellons ensemble des états de
ruban d’alphabet 3 avec symbole blanc b et nous désignons par T(X, b) ’ensemble des
fonctions « : Z — X qui satisfont a la condition

AmeN:VkeZ: ak)#b = |k| <m.
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a(=4) |a(=3) |a(=2) |a(=D | a0) | () | a2) | @) | a4

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figure 5.16

Etatde ruban o : Z — ¥

Exemple. Soient ¥ = {0, 1} et b = 0. La figure 5.17 représente un état de ruban «
de type T(Z, b), c’est-a-dire une fonction o : Z — {0, 1} telle que a(k) # O seulement
pour un nombre fini de valeurs de k. La figure sous-entend en effet que toutes les cellules
d’abscisse k < —6 ou k > 6 contiennent le symbole 0.

-6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.17

5.5.4. Répertoire d’instructions d’une machine de Turing

Soient ¥ un alphabet fini et » € X. Nous définissons dans ce paragraphe le répertoire
d’instructions d’une machine de Turing de type T (X, b). Ces instructions sont bien entendu
des relations dans I’ensemble des états de mémoire T(X, b), conformément a la notion
générale de type de machine. Ces relations seront toutes des fonctions, mais pas toutes des
fonctions de domaine T (X, b).

L’instruction L. 11 s’agit de I'instruction « déplacer la téte de lecture d’une cellule a
gauche » (Left). L’exécution de cette instruction a partir d’un état de ruban « est dépeinte
dans la figure 5.18. L’exécution aboutit a I’état de ruban B tel que B(k) = a(k — 1) pour
tout k € Z. Par définition, L est une application de I’ensemble T (X, 5) dans lui-mé&me et,
pour tout @ € T(X, b),ona:

VkeZ: (L(@)k) =ak—1).

Etat de ruban o

a(=4) |a(=3) |a(=2) |a(=D | a0) | a(l) | «(2) | @) | a4

—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4

Etat de ruban L(x)

a(=4) |a(=3) |a(=2) a(=D | a0) | a(d) | a@) | a3) | a4)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figure 5.18
Exécution de I’opération L
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L’instruction R. 1l s’agit de I'instruction « déplacer la téte de lecture d’une cellule a
droite » (Right). Le lecteur n’a pas besoin d’encore un dessin pour voir que 1’exécution de
cette instruction a partir d’un état de ruban « aboutital’état deruban g tel que (k) = a(k+1)
pour tout k € Z. Par définition, R est une application de I’ensemble T (X, b) dans lui-méme
et, pour tout o € T(X, b),on a:

VkeZ: (R@)k) =alk+ 1),

Les instructions S, (a € X). Pour chaque élément a de I’alphabet X, I’instruction S,
est I’instruction de test de la condition «(0) = a, la notion d’instruction de test étant prise
au sens de 5.1.8. Autrement dit, S, est la fonction identique de I’ensemble des états de ruban
o tels que a(0) = a.

S, ={a—a|laeT(X,b)eta(0) =a}l.

La notation S, peut se lire « See a » ou « Scan a », ce qui veut dire: constater qu’il y a a
sous la téte de lecture. Cela ne peut se faire évidemment que s’il y a effectivement a sous la
tete de lecture.

Les instructions P, (a € ¥). Pour chaque élément a de I’alphabet X, I’instruction
P, est I'instruction «imprimer a », ou « Print a », dans la cellule qui se trouve sous la
téte de lecture-écriture. L’exécution de cette instruction a partir d’un état de ruban o est
dépeinte dans la figure 5.19. Par définition, P, est une application de 1’ensemble T (X, )
dans lui-méme et, pour tout o« € T(X, b), on a:

a sik =0;

Vk e Z : (Pa(a))(k):{a(k) sik # 0.

a(=4) |a(=3) |a(=2) a(=D | a0) | a(d) | a@) | a3) | a4)

a(—4) |a(=3) |a(=2) |a(=1)| a a(l) | @) | a3) | a4)

Figure 5.19
Exécution de I’instruction P,

La définition du répertoire d’instructions du type de machine T(X, b) est achevée.
Comme [’alphabet de ruban X est fini—cela fait partie de la définition de ce type de
machine — on voit que ce répertoire d’instructions est fini. Il comporte exactement 2n + 2
instructions distinctes si n est le nombre d’éléments de X.

5.5.5. Représentation des états de rubans
Soient ¥ un ensemble fini et » € . Etant donné deux séquences x, y € W(Z), nous
désignons par
x>y
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I’état de ruban de type T(X, b) dépeint dans la figure 5.20, ou I’on suppose que lg(x) =
3 et lg(y) = 4 pour fixer les idées. L’expression x > y suggere I'image de la téte de
lecture-écriture, symbolisée par >, pointant sur le premier élément de la séquence y. Nous
appellerons le symbole > le curseur. La définition générale exacte est donnée ci-dessous.

b | b | b |x[1]|x[2]|x[3]|y[1]|y[2]|¥[3]|¥[4]| & | b | D

Figure 5.20
Etat de ruban o = x [> y

Définition. Soient ¥ un ensemble fini et » € X. Pour chaque couple (x, y) € W(X) x
W(Z), I’état de ruban de type T(Z, b) désigné par x > y est la fonction « de domaine Z
telle que, pour tout k € Z:

(PCN[—K] si —lgx) <k < —1;
6] a(k) = § ylk+1] si 0<k=<lgy)— 1L
b si k< —lIg(x)ouk > lg(y).
La fonction p est évidemment la fonction de renversement des séquences sur X.
Le cas particulier des états de ruban x > y qui correspondent a un couple de séquences

(x,y) € W(X) x W(X) dans lequel x = A ou y = A est illustré par la figure 5.21. Le
lecteur vérifiera que ces états de rubans vérifient bien la formule (1).

bl b | b | b | b | b |yily2|yBly4l b | b | b

—6 =5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.21
Etatsderuban Ay, x > A, A > A.

On convient d’abréger
ADy par Dy, x> A par x>, AD> A par D>

La fonction de représentation des états de ruban. FEtant donné un alphabet de ruban
Y etun élément b € X, nous considérons la fonction

2 F={(x.y)~>xD>y|x y)eWE) x W)},
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qui fait correspondre a chaque couple (x, y) de séquences sur X I’état de ruban x > y de
type T(X, b) défini par (1).

Cette fonction n’est pas injective. Les états de rubans x > y et x’ > y’ correspondant
a des couples de séquences (x, y) et (x’, y') distincts peuvent étre identiques: x >y =
x' > y’. Cest notamment le cas si (x', y') = ({b )x, y)ou (x’, y") = (x, y{b)). Onaen
effet les égalités d’états de rubans

3) (phx >y =xDy, x D> y(d) = xDy.
En particulier, pour toute séquence y € W(X), on a
Ay =(b)Dy=(bD)Dy=(bbD)>y=...

La fonction (2) est une application surjective de I’ensemble W(X) x W(X) dans
I’ensemble d’états de ruban T(X, b). En effet, pour tout état de ruban o € T(X, d) il
existe un couple (x, y) de séquences sur X tel que o« = x >y, car il existe un m € I tel
que a(k) = b pour tout k < m et pour tout k > m et ’ona o = x > y si ’on prend pour x
la séquence (a(—m), ..., a(—1) ) et pour y la séquence { «¢(0), ..., a(m)}).

On exprime cette propriété de la fonction (2) en disant que tout état de rubana € T(X, b)
peut étre représenté par un couple (x, y) de séquences sur 2. Mais cette représentation de o
n’est jamais unique, en raison des égalités (3). La fonction (2) peut étre appelée la fonction
de représentation des états de rubans de type T (X, b) par des couples de séquences sur .

Les opérations L, R, S, (@ € X), P, (a € X), en tant que relations dans 1’ensemble
des états de ruban T(X, b), s’expriment commodément en utilisant cette représentation des
états de ruban. Ainsi, la relation L dans T (X, 5) est ’ensemble des couples d’états de ruban
delaforme x{a ) >y — x> (a)ytelsquea € L etx,y € W(X). On voit le curseur
se déplacer a gauche dans un tel couple d’états de ruban. Formellement, cela s’écrit

L={x{a)>y > xD>(a)y|laec Setx e W(E)ety e W)}
Symétriquement, on a
R={xD>(a)y — x{a)>y|aecTetx e W(Z)ety e WD)}
Pour chaque a € X, ’opération « See a » est la relation
Se={x>(a)y > x> (a)y|x e W) ety e WD)}

C’est la fonction identique de I’ensemble des états de ruban de la forme x > {a ) y. Enfin,
pour chaque a € ¥,on a

P,={xD>(b)y > x> (a)y|beTetx e WE)ety e W)}

5.5.6. Exemple
Un type de ruban particulierement simple et important est le type T ({0, 1}, 0), d’alphabet
de ruban binaire ¥ = {0, 1}, avec 0 comme élément blanc (b = 0). Il se trouve que toute
fonction numérique calculable peut I’ étre au moyen d’une machine de ce type, d’'une maniere
qui sera précisée plus loin. Une machine M de ce type est représentée dans la figure 5.22.
Cette machine M est équivalente au programme suivant:

Var « : T({O0, 1}, 0);

while «(0) =0do
o :=R(x)

od;

a(0):=0.
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S P
=Gl — 5 q3—2 5 gy =p

R|[So Figure 5.22
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Désignons par E 1’ensemble des états de ruban T ({0, 1}, 0). Soient x et y des séquences
quelconques sur I’alphabet {0, 1} et n € IN. Partant de 1’état de ruban x > 0" 1y, I’exécution
de ce programme aboutit a I’état x0" [> Oy. Cela peut étre prouvé en vérifiant I’assertation
de cette machine donnée dans la figure 5.23, avec les ensembles initiaux a un seul élément

Aj={we Elw=xD>0"1y};
Ap ={w € E|w = x0" > 0y}.

D’apres le théoréme 5.3.3,ona |[M|(A;) C Ar. D apres la formule 1.3.23 (4), cela signifie
que quels que soient les états de rubans w, w’ € E, on a

(w=xD>0"1y et w— w' €[M]) = w =x0">0y.

q2
[ Fef0..n—1]:w=x0¢>0F1y ]

So R q
1
w=x>0"1y =) [EIke[O..n]:w:kaDO”*kly ]
S1 Fi
93 igure 5.23
[w:xO”Dly]
Py

q4
[wsz"DOy] = w=x0">0y

Vérification de Passertation. Nous devons vérifier d’abord que A; C A,,, c’est-a-
dire que w = x > 0"1y implique 3k € [0 .. n] : w = x0* > 0"*1y. Cela est immédiat
puisque x > 0"1y peut s’écrire x0° > 0"°1y (0° est la séquence (0 )° = A). Si un état
de ruban de la forme x0* > (0"~*1y appartient au domaine de I’opération Sy, alors k < n
(il y a un zéro sous la téte de lecture), donc cet état w appartient a I’ensemble A,,. Comme
So(w) = w, cela montre que So(A,,) C Ag,. Pour un état de ruban w € A,,, c’est-a-dire de
la forme w = x0F > 0" %1y avec k € [0 .. n — 1], on a R(w) = x0*!1 > 0"~*+D1y avec
k+1 € [0..n], donc R(w) appartient a A,,. Cela montre que R(A,,) C A,. Siw € Ay,
c’est-a-dire si w est de la forme x0F > O”_kly avec k € [0..n], et si w € Dom S, alors
k = n (il y aun 1 sous la téte de lecture), donc S;(w) = w = x0" > 1y. Cela montre que
S1(Ag,) C Ay, Les inclusions Py(A,,) C Ay, et A,, C Ap sont évidentes.

5.5.7. Fonctions de codage et de décodage

Une machine de Turing M de type T(X, b) peut étre utilisée pour calculer une fonction
F : A — BouA et B sont des ensembles quelconques. Pour cela, il faut représenter les
éléments de A et de B par des états de rubans, c’est-a-dire introduire un codage de ces
éléments sous la forme d’états de ruban de type T(X, b).
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Pour préciser cette idée, admettons d’abord que la relation |M| dans ’ensemble des
états de ruban T (X, b) soit une fonction. Le calcul de F(a), pour un élément a de A, se
déroule alors comme suit: on applique a a une fonction de codage @ : A — T(X, b),
puis on applique a 1’état de ruban «(a) la fonction |[M|. En d’autres termes, on exécute
le «programme » |M| a partir de 1’état de mémoire initial «(a). En admettant que cet
état de mémoire initial apartienne au domaine de la fonction |M|, I’état de mémoire final
correspondant est | M |(«(a)). On applique alors a cet état de ruban une fonction de décodage
B : T(X,b) — B.Lamachine M et les fonctions de codage et de décodage « et § doivent
&tre congues de telle maniere que I’on ait 8 (|M | (a (a))) = F(a) pourtouta € A, autrement
dit que la fonction F soit la composition de fonctions

(1) F=p80|Mloa=a|lM|.

Si cette égalité est vérifiée, on dit que F est la fonction calculée par la machine M moyennant
les fonctions de codage et de décodage o et f3.

La définition générale de cette notion ne fait pas certaines hypotheses que nous venons de
faire. Notamment, le domaine de la fonction de décodage § ne doit pas €tre nécessairement
tout ’ensemble T(X, b), mais seulement un sous-ensemble de celui-ci. La relation |M |
ne doit pas étre nécessairement une fonction. La relation composée «|M|S peut donc ne
pas étre une fonction et 1’on parle seulement de la relation définie par M moyennant les
fonctions de codage et de décodage considérées.

Définition. Soient ¥ un alphabet fini, » € X et M une machine de type T (X, ). Soient
d’autre part o et 8 deux fonctions telles que

Prtae C T(X, ) et DompB C T(X, b).

La relation composée a|M|B est appelée la relation calculée par M moyennant la fonction
de codage o et la fonction de décodage B.

5.5.8. Exemple: machine d’addition

La machine M représentée dans la figure 5.24, de type T ({0, 1}, 0), calcule la fonction
d’addition F : N x N — N, telle que F(m,n) = m + n quels que soient m,n € N,
moyennant la fonction de codage

o = {(m,n) ~ >01"101""10| (m, n) € N x N}
et la fonction de décodage
B={x>01""0y > plx,y e (OU )*et p € N}.
Par exemple, le couple d’entiers (m, n) = (3, 2) est codé par I’état de ruban
a(3,2) = >0111101110.

Nous écrivons naturellement 0111101110 pour (0, 1,1,1,1,0, 1,1, 1, 0)). L’exécution de
M a partir de cet état de ruban initial doit aboutir a un état de ruban final de la forme

x> 01111110y = x > 01”10y,

Cet état de ruban, dans lequel x et y peuvent étre des séquences quelconques, appartient
au domaine de la fonction de décodage B et celle-ci en « extrait » le nombre m +n = 5.
L’exécution de M a partir de 1’état de ruban initial > 0111101110 consiste a: déplacer la
téte de lecture jusqu’au O situé entre les deux blocs de 1s; remplacer ce O par 1; ramener la
téte de lecture a gauche; effacer deux 1s (les remplacer par des Os).
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= g1 —— §2 2 g4—2 g5 2% g7 = g3 —> Go——> q10 —— q11 =

SR

q3 qe

Figure 5.24

Une machine équivalente est représentée dans la figure 5.25. Elle estde type (E, Reg(£2))
(5.2.10), ou E est]’ensemble des états de rubans T ({0, 1}, 0) et Q2 est le répertoire de relations
{L, R, S(), Si, P(), P]} dans E.

R SoP SoRPoRP
= q1——, p 21 000 qu=p

%43
U U Figure 5.25

SiR S1L

5.5.9. Exercice

Soient M la machine de la figure 5.24 et m, n € IN. On désigne par E I’ensemble des
états de ruban T ({0, 1}, 0). Donner une assertation de M avec les ensembles initiaux et
finaux A;, Ap suivants, qui sont des sous-ensembles a un seul élément de E (cf. 5.5.6):

A;={we E|w= >01""01"""0};
Ar={w e E|w= >01""*0}.
D’apres le théoréme 5.3.3 et la formule 1.3.23(4), une telle assertation prouve que quels

que soient les états de ruban w, w’ € E, on a:

(w = >01"M101"0 et wi> w' € |M|) — w' = > 0o1mtrtl,

5.5.10. Exercice
Construire une machine M de type T({0, 1}, 0) qui calcule la fonction F définie ci-

dessous, moyennant les fonctions de codage et de décodage o et 8 de 5.5.8.
F:INxN-— N

.. _ )0 sia < b;

Ya,beN: F(a,b)=a-+b= {a—b sia>b

Le nombre noté a — b est appelé la différence positive de a et b.

5.5.11. Exercice

Construire une machine de Turing M de type T ({0, 1}, 0) qui calcule la fonction de
multiplication F : N x N — NN telle que F(m,n) = mn pour tout (m,n) € N x N,
moyennant les fonctions de codage et de décodage o, 8 de 5.5.8.

Indications. Partant d’un état de ruban initial de la forme

m+1 n+1
—_— ——

>011---1011---10,

la méthode consiste a décaler m — 1 fois, de n positions vers la droite, le deuxieme bloc de
1s de cet état de ruban et a effacer les m premiers 1s du premier bloc, pour parvenir a I’état
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de ruban
n n n+1
— ————

>010---0---0---011---1.
—_—
(m—1)n

Cela revient a insérer m — 1 fois la séquence 0" juste avant le deuxieéme bloc de 1s, en
décalant celui-ci. Ce faisant, on consomme les 1s du premier bloc pour savoir quand cette
opération est finie. Ensuite, il n’y a plus qu’a remplacer tous les Os insérés par des 1s et
effacer encore un 1.

L’ opération de décalage a droite d’un bloc 1"*! de n positions (ou insertion de n zéros a
gauche de ce bloc) s’effectue de la maniere suivante. Partant d’un état de ruban de la forme

n+1
—_——~

x>01111111111110

on commence par effacer le n-ieme 1 et écrire un 1 a droite du (n + 1)-ieme, parvenant ainsi

a 1’état de ruban
n—1
—N—

x>011111111110110

dans lequel le bloc de 1s a été scindé en deux blocs séparés par un seul 0. Ensuite on répete
I’opération: effacer le premier 1 du premier de ces deux blocs et écrire un 1 & droite du
deuxieme bloc jusqu’a ce que le premier bloc soit completement effacé. Il I’est lorsque, en
revenant de la droite, on rencontre deux zéros consécutifs a gauche du deuxieme bloc de 1s.

5.5.12. Exercice

Soient I'} et I'; deux alphabets finis, b; € I'; et b, € I',. Une machine M du type produit
T(Ty, b1) ® T(I'2, by) (5.4.1) est appelée une « machine de Turing a deux rubans ». Pour
fixer les idées, nous considérons les alphabets 'y = I'; = {0, a, b, c} avec b; = b, = 0.
Un état de mémoire d’une telle machine est un couple (o1, ap) d’états de rubans tels que
ay € T(I'y, by) etap € T(I',, by), par exemple le couple (o, p) représenté dans la figure
5.26, ou toutes les cellules vides contiennent O.

o= [ [ [ [ ][] lafefc] | []]
A Figure 5.26

ax= | [ [ Jafofe[ [ [ [ [ [ []]

Posons E; = T(I'y, b1), E; = T(I'2, by) et désignons par Ry (resp. Ry), Ly (resp L) les
opérations R, L dans I’ensemble E; (resp. E»). Désignons de méme par S;, et P, (resp. par
Sy et Ppy), pour chaque x € I'| (resp. pour chaque x € I';), les opérations de lecture S, et
d’écriture P, dans E (resp. dans E,). Par définition du type produit (5.4.1), les opérations de
M sont les compositions paralleles d’opérations R //1dg,, L; //1dg,, Six//1dg, et Py, //1dE,
(pour chaque x € I'y), ainsi que Idg, /Ry, Idg, //S2x (pour chaque x € I';), etc. Nous les
désignons simplement par Ry, Ry, etc. selon la convention usuelle (5.4.1).

On demande de montrer qu’une telle machine M peut €tre simulée par une machine de
Turing M’ a un seul ruban. Le ruban de M’ sera un ruban a 5 « pistes », mais avec une seule
téte de lecture-écriture qui « voit » les 5 pistes en méme temps (figure 5.27). Le contenu des
pistes 1 et 3 correspond a celui des deux rubans de la machine M. Les pistes 2 et 4 contiennent
chacune un seul 1, dont la position correspond a celle des tétes de lecture/écriture des rubans
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alb|c piste 1: alphabet I';
1 piste 2: alphabet {0, 1}
alb|c piste 3: alphabet I',
1 piste 4: alphabet {0, 1}
$ piste 5: alphabet {0, $}
A Figure 5.27

de M. La piste 5 contient un seul symbole $. Une cellule du ruban de M’ se compose des 5
cellules de pistes d’'une méme colonne, et leur contenu forme un seul symbole pour M’. Un
symbole de ruban de M’ est donc un 5-uple tel que

= (0,0,a,1,0) en notation horizontale,

OoOrp OO

appartenant au produit cartésien
Y =T x{0,1} x I', x {0, 1} x {0, $}.

Cet ensemble X est 1’alphabet de ruban de M’. Les opérations de lecture et d’écriture de
M’ sont donc de la forme S(0,0,a,1,0) €t P(0,0.a,1,0), par exemple. L’élément blanc de X est
le vecteur b = (0, 0, 0, 0, 0).

Un état des deux rubans de M est simulé par un état du ruban de M’ dans lequel la téte
de lecture est sous la cellule contenant le symbole $, celui-ci étant toujours a gauche de tous
les 1s des pistes 2 et 4. Sa position exacte, a gauche, n’a pas d’importance par ailleurs.

Pour construire M’, on commence par construire, pour chacune des opérations L, L, Ry,
Ra, Si1x, Sax, Pix, oy du répertoire de M, une machine M'(L;), M'(L,), etc. de type T(Z, b)
qui simule cette opération. Par exemple, partant de 1’état de ruban initial de la figure 5.27,
la machine M’ (L) simulant ’opération L; de M aboutira a 1’état de ruban final

alblc
1

[

$

JAN

Ces machines M'(L;), M'(L,), etc. auront chacune un seul état initial g¢ et un seul état
final g,,. Pour construire la machine M’ simulant M, il suffit de remplacer chaque transition

o L
p—>q (par exemple p — q)
du diagramme de M par une copie
p % ... % q

du diagramme complet de la machine M'(o) qui simule 1’opération o, dans lequel on a
renommé les états, p étant pris comme état initial et ¢ comme état final.
On demande de construire les machines M'(S1a), M'(Ly), M’ (Pap), M'(Ry).
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Chapitre 6 Calculabilité

6.1 Fonctions calculables

6.1.1. Fonctions numériques

La notion de calculabilité peut étre définie pour différents types de fonctions, ou, par
«type » d’une fonction, nous entendons le genre d’arguments qu’elle prend et le genre
de valeurs qu’elle retourne. Nous ne parlons dans ce chapitre que des fonctions dont les
arguments et les valeurs sont des entiers naturels. Nous les appelons les fonctions numériques,
en prenant le mot « numérique » dans le sens restreint des nombres entiers naturels.

De facon précise, si n € IN, nous appelons fonction numérique n-aire toute fonction F
qui est une application d’un sous-ensemble de I’ensemble N" = IN x - -- x IN (n facteurs)
dans IN.

L’ensemble IN" est I’ensemble des n-uples (x1, . .., x,) d’entiers naturels. Il est convenu
que N!' = Net que IN° est un ensemble a un seul élément, N° = {()}, cet élément étant le
0-uple ().

Nous utilisons la notation ' : A —+ B pour exprimer que F est une application d’un
sous-ensemble de A dans B (on parle parfois d’une application partielle de A dans B). Cela
signifie que F est une fonction telle que DomF C A et Prt F C B (cf. 1.3.14). Une fonction
numérique n-aire est donc une fonction F telle que

F :IN" —4— N.

Dans le cas particulier ot Dom F = ", donc out F : N" — NN, on dit que F est une fonction
numérique n-aire fotale. Dans le cas contraire, c’est-a-dire si Dom F' et un sous-ensemble
propre de IN", on dit que F est une fonction numérique n-aire partielle. Par exemple, la
fonction « soustraction »

F={(a,b)—~>a—b|(a,b)ec N eta > b)

est une fonction numérique binaire partielle.

6.1.2. Fonctions de codage et de décodage

Il'y a plusieurs manieres de définir les fonctions numériques calculables. Notre définition
utilise les machines de Turing de type T ({0, 1}, 0) et les fonctions de codage et décodage que
nous avons déja introduites au §5.5.8. Pour tout n € N, notre fonction de codage standard

a, : " — T({o, 1}, 0)
est telle que, pour tout (xy,...,x,) € N":
(X1, ..., x,) = >01MH0. .. 015!
= > CkZ‘IT(«O»«I»X"H)‘

La fonction de codage o du §5.5.8 est donc notre fonction de codage o,. La fonction
oy @ N0 — T({0, 1}, 0) fait correspondre a I'unique élément () de N° I’état de ruban
aop() = > A, totalement « blanc » (5.5.5).
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Notre fonction de décodage standard (5.5.8)
B:T{0,1},0) +— NN
est ’ensemble des couples (état de ruban, entier naturel) de la forme
ul>01710v > p

ol p est un entier naturel et u, v sont des séquences quelconques sur 1’alphabet {0, 1}. Le
domaine de cette fonction est I’ensemble des états de ruban de la forme u > 017+10v, ou
plus exactement

wl> (0N 1) (0,

et, pour un tel état de ruban, § retourne le nombre p.

6.1.3. Machines de Turing numériques. L’ensemble MTN
Nous appelons machine de Turing numérique toute machine de Turing (M, I, F) de
type T({0, 1}, 0) qui satisfait aux trois conditions suivantes:

(1) M est déterministe.

(2) Lensemble d’états QM est un intervalle [0 .. n] de N et1’on a
I ={0} et F={n}.

(3) Chaque état k € QM est I’état de départ ou 1’état d’arrivée d’au moins une transition
de M. On dit que M n’a pas d’état isolé.

Nous désignons par MTN 1’ensemble des machines de Turing numériques.

Exemple. Lamachine M de la figure 5.24 est une machine de Turing numérique, si nous
précisons que ses états ¢, ..., g1 sont les entiers O, ..., 10 (gx = k — 1). Nous n’avons
pas précisé quels objets étaient ces états au §5.5.8, car cela n’avait pas d’importance. 1l
nous suffisait d’admettre qu’il s’agissait de 11 objets distincts. Maintenant nous précisons
lesquels. Cette machine M est de type T ({0, 1}, 0). Elle est déterministe. Elle satisfait a la
condition (2) et n’a pas d’état isolé.

6.1.4. Définition: fonctions numériques calculables

Soit n € N. Une fonction numérique F : N" —— NN est dite calculable s’il existe une
machine de Turing numérique M (6.1.3) qui calcule F moyennant les fonctions de codage
et de décodage «, et B, c’est-a-dire telle que:

F=a,|M|B.

Exemple. La fonction d’addition F : N? —> N telle que F(x1, x2) = x1 + x; est
calculable. Nous avons vu en effet (5.5.8) que la machine M de la figure 5.24 calcule cette
fonction moyennant les fonctions de codage et de décodage o = a, et 8. Cette machine M
appartient a I’ensemble MTN, en admettant que ¢y, ..., g;; sont les entiers 0, . .., 10.

Remarques. On peut se demander si la notion de calculabilité, telle qu’elle vient d’étre
définie pour une fonction F' : N" —+ IN, n’est pas trop restrictive, du fait qu’elle n’exige
pas seulement I’existence d’une machine de Turing M de type T ({0, 1}, 0) telle que F =
a,|M|B, mais qu’elle exige 1’existence d’une machine M appartenant une classe particu-
liere de machines de Turing, a savoir la classe MTN, soumise aux restrictions 6.1.3(1) a
6.1.3(3).

On peut se demander notamment si la classe des fonctions calculables ne serait pas plus
large si I’on admettait I’emploi de machines de Turing non déterministes. En fait, il n’en est



166 Chap. 6. Calculabilité

M M’
[ ok
=@ =) @ . @
P
}\ @
Figure 6.1

rien, mais cela est un théoréeme qui n’est pas évident et qui ne sera pas démontré dans ce
cours (Voir Automates et calculabilité II).

Par contre il est évident que les restrictions 6.1.3(2) et 6.1.3(3) ne sont pas essentielles.
Premicrement, on peut toujours choisir comme ensemble d’états d’un accepteur fini un
ensemble d’entiers naturels [0 .. p]. En outre, s’il s’agit d’un accepteur fini déterministe
(4.4.1), possédant donc un état initial et un seul, on peut toujours prendre O comme état
initial. Deuxieémement, la figure 6.1 montre que pour toute machine de Turing déterministe
M on peut construire une machine déterministe équivalente M’ ayant un seul état final. La
machine M’ est déterministe en vertu du fait que M est déterministe, donc qu’il n’y a pas de
transition partant d’un état p € F dans M (5.4.5(3)). Cette construction utilise le fait que
la relation composée LR est la relation identique de 1’ensemble des états de ruban, donc que
IM'| = |M|LR = |M]|.

6.1.5. Machines de Turing déterministes

Puisque la définition des fonctions numériques calculables fait intervenir les machines
de Turing déterministes de type T({0, 1},0), il y a lieu de noter ce qui caractérise les
machines de Turing déterministes en général. Soient donc X un alphabet finiet 5 € . Une
machine (M, I, F) detype T(X, b) est déterministe si elle satisfait aux conditions du §5.4.5,
définissant une machine déterministe en général. Comme toutes les relations du répertoire
R, L, S8, (@a € ¥),P, (a € X)) de ce type de machine sont des fonctions, la condition
5.4.5(1) est satisfaite pour toute machine de ce type, déterministe ou non.

La condition (2) est que pour deux transitions (p, o, g), (p’, o', gq’) partant du méme
état p, les domaines des fonctions o et o’ sont disjoints. Ni I’une ni ’autre de ces deux
fonctions o, o’ ne peut donc étre la fonction L ou la fonction R ou une fonction P, (a € X)
car toutes ces fonctions ont pour domaine ’ensemble £ = T(X, b) de tous les états de
ruban (5.5.4). Pour une machine M de type T(X, b), la condition (2) de 5.4.5 peut donc
s’exprimer comme suit: si (p, o, g) et (p,o’, g’) sont deux transitions de M partant du
méme état p, on a

oc=S, et o' =8,

pour deux éléments a # a’ de X. Pour une machine de type T ({0, 1}, 0), ’une des relations
0,0’ est Sy, I'autre est S; (voir I’exemple de la figure 5.24).
6.1.6. Exercice
Montrer que la fonction numérique partielle (6.1.1) F : N> —— I de soustraction
(1) F={(a,b)—>a—b|(a b)ecN eta>b)

est calculable en construisant une machine de Turing appropriée selon la définition 6.1.4.
On partira de la solution de 1’exercice 5.5.10, car la fonction (1) est la restriction au sous-
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ensemble {(a, b) € N? |a > b} de IN? de la fonction « différence positive » considérée dans
I’exercice mentionné, laquelle est une fonction numérique totale N> — IN.

6.2 Une fonction non-calculable

6.2.1. Résumé

Le but de cette section est de donner I’exemple d’une fonction F : IN — IN qui n’est
pas calculable. Nous commencerons par définir cette fonction F, puis nous démontrerons
qu’elle n’est pas calculable. Cela prouvera I’existence de fonctions non-calculables.

La définition de cette fonction ne se formule pas en une ligne. Elle nécessite quelques
développements préalables, dont nous donnons ici un résumé.

Les restrictions auxquelles sont soumises les machines de la classe MTN (6.1.3) font
que cet ensemble de machines est dénombrable. Cela veut dire qu’il existe une bijection
@ : N — MTN. La plus grande partie de notre travail préalable va &tre de définir une
telle bijection. A chaque entier n € IN, cette fonction u associera une machine de Turing
numérique bien déterminée w(n), que nous noterons aussi u, et que appellerons la n-
ieme machine de Turing numérique. Par définition d’une application bijective, pour chaque
machine M € MTN, il existera un n € IN et un seul tel que M = u,, et cet entier n sera
appelé le numéro de la machine numérique M.

La fonction F : N — IN dont nous montrerons qu’elle n’est pas calculable sera la
fonction

F = (An € I : Si(>01""'0 € Dom|u,l, 1,0)),

autrement dit la fonction F de domaine N telle que, pour tout n € IN:

1 si >>01""'0 € Dom|u,|;
0 si >01""'0 ¢ Dom|u,|.

Voyons en quoi consiste le « calcul » de la valeur F(n) correspondant a un n € IN.
Premierement, on prend la n-iéme machine de Turing numérique, i, telle qu’elle est définie
par la fonction o : N — MTN. La relation |u, | définie par cette machine est une relation
dans I’ensemble T ({0, 1}, 0) des états de ruban d’alphabet {0, 1} avec élément blanc 0.
On considere I'état de ruban > 01"*10. De deux choses I’une: ou bien cet état de ruban
appartient au domaine de la relation |, | ou bien il n’appartient pas a ce domaine (principe
du tiers exclu). Dans le premier cas, on retourne la valeur 1. Dans le second, on retourne la
valeur 0.

Cette description du « procédé de calcul F'(n) » ne doit pas faire illusion. Il ne s’agit
pas d’un procédé algorithmique, exécutable par une machine, sinon la fonction F serait
calculable — et nous montrerons qu’elle ne I’est pas. Notre description du calcul de F(n)
pour un n € N n’est qu’un commentaire en francais de la formule (1). Dans ce « procédé
de calcul » de F(n), il y a une opération qui est bel et bien algorithmique, a savoir la
détermination de la machine de Turing w,,. Cela apparaitra clairement lorsque nous aurons
défini la fonction . L’ opération qui n’est pas mécanisable, dans le calcul de F(n), est de
déterminer si 1’état de ruban [> 01"*'0 appartient au domaine de la relation |, | ou non.
Le principe du tiers exclu nous dit que I’un des deux est vrai, et c’est pourquoi F(n) a une
valeur bien définie, mathématiquement, méme si I’on ne connait pas cette valeur. Un étre
humain, utilisant les ressources de son intelligence, sera peut-&tre capable de déterminer,
pourunzn € INdonné,si > 01710 € Dom|u,| ounon. Il découvrira peut-étre un algorithme
permettant de répondre a cette question pour certains entiers n € IN. Ce qui n’existe pas,
c’est un algorithme permettant de répondre a cette question pour n’importe quel n € IN.

ey F(n) = {
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6.2.2. Définition d’une bijection ; : N — MTN

Notre but est de définir une fonction p qui associe a chaque entier naturel une machine de
Turing numérique bien déterminée 1, de telle maniere que les conditions suivantes soient
vérifiées: (a) les machines u,, wu, correspondant a des entiers n # n’ sont différentes
(Un # War), autrement dit @ est injective; (b) pour toute machine de Turing M € MTN,
il existe un n € N tel que M = u,, autrement dit u est une application surjective de IN
dans MTN. Une telle fonction peut étre appelée une numérotation des machines de Turing
numériques. L’ensemble MTN peut étre présenté comme une énumération

MTN = {uo, 1, 2, ...}

Pour définir cette fonction u, nous procéderons en plusieurs étapes, ol nous définirons
des fonctions auxiliaires utilisées dans la définition de . La définition de u sera la derniere
d’une série de définitions de fonctions. Nous résumons d’abord cette série, avant d’entrer
dans les détails.

Un ensemble joue un role important dans ces définitions. C’est1’ensemble des transitions
de toutes les machines de Turing numériques, a savoir 1’ensemble de tous les triplets de la
forme

(D (p.L,q), (p,R,q), (p.So0,q), (p,S1,9), (p.Po,q), (p,P1,q),

ol p et g sont des entiers naturels quelconques. Nous désignons cet ensemble par Tr(MTN).
Sa définition peut s’exprimer simplement par

Tr(MTN) = N x {L, R, Sy, Sy, Py, P} x IN.

Cet ensemble est évidemment un ensemble infini.

Pour toute machine M € MTN, I’ensemble 7™ des transitions de M est un sous-
ensemble fini de I’ensemble infini Tr(MTN). Mais ce n’est pas n’importe que sous-ensemble
fini, car il est soumis aux conditions de 6.1.3: tous les états p, g qui figurent dans les
transitions (p, o, q) de cet ensemble doivent former un intervalle [0 .. n] de IN et, en prenant
0 comme état initial et » comme état final, on doit obtenir une machine déterministe.

L’étape principale, en vue de la définition de la fonction p, sera la définition d’une
fonction A qui associe a chaque sous-ensemble fini Z de I’ensemble Tr(MTN), un entier
A(Z) € N. Cette fonction sera une application bijective de 1’ensemble des parties finies
(sous-ensembles finis) de I’ensemble Tr(MTN) dans IN. En désignant par 3¢ (X) I’ensemble
des parties finies d’un ensemble X, nous aurons donc

A - B (Tr(MTN)) 2% .

Nous utiliserons aussi la fonction réciproque, A~!, qui sera naturellement une bijection de
NN dans B¢ (Tr(MTN)). Pour chaque k € IN, A~! (k) est un sous-ensemble fini de Tr(MTN).

Cette fonction A sera définie plus loin (6.2.5). Dans le présent paragraphe, nous
définissons la fonction p en supposant que la fonction A est donnée. La définition de p
procéde comme suit. On considere I’ensemble des entiers naturels de la forme A(TY),
correspondant aux ensembles de transitions 7% des machines M € MTN, autrement dit
I’ensemble

(2) A= {A(T")| M € MTN}.
Par définition, A est un sous-ensemble de IN et ’on a

a€A<sIMeMIN:a=ATY).
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Cet ensemble A est évidemment un sous-ensemble infini de IN, car I’ensemble MTN est
lui-méme infini et A est injective.

Les éléments de n’importe quel sous-ensemble infini A de IN peuvent étre numérotés
par ordre de grandeur:

A ={ag,a1,a,...} avec ag<a;<a; <...

En termes plus précis, étant donné un ensemble infini A C I, il existe une suite (a,), N
et une seule telle que A = {a,|n € N} et a, < a,4+; pour tout n. Cette suite est définie
simplement par récurrence comme suit: ag est le plus petit élément de A; pour tout n € N,
an+1 est le plus petit élément de A — {ay, ..., a,}.

Nous supposons donnée cette numérotation des éléments de I’ensemble A défini par (2).
Lesentiers ag, ai, as, . . . sont donc tous les entiers naturels, par ordre de grandeur croissante,
qui sont I'image par la fonction A de ’ensemble des transitions 7" d’une machine de
Turing numérique M. Inversement, les sous-ensembles A~ (ag), A" (a1), A" (ay), ... de
I’ensemble Tr(MTN) sont les ensembles de transitions 7™ de toutes les machines de Turing
numériques M.

Pour définir la fonction p : N — MTN, il n’y a plus qu’a définir u,,, pour tout n € I,
comme étant la machine M € MTN telle que

™ = A~ Y(a,).

En posant cette définition, nous utilisons le fait qu’une machine de Turing numérique
M est entierement déterminée par la donnée de son ensemble de transitions 7¥. En effet,
en vertu de la condition 6.1.3(3) a laquelle une telle machine est soumise, son ensemble
d’états QM est ’ensemble des états de départ ou d’arrivée des transitions de M. Il est donc
déterminé par la donnée de T . En outre, cet ensemble d’états Q¥ est un intervalle [0 .. n]
et I’état initial de M est 0, I’état final est n. M est donc entierement déterminée par T

La fonction p sera donc completement définie lorsque nous aurons défini la fonction A.
Cela sera fait dans les paragraphes qui suivent. Avant cela, admettons que A soit définie et,
pour clarifier la définition de u, précisons comment, pratiquement, on détermine la machine
W, correspondant & un entier n donné.

Pour déterminer la machine u,,, il faut en fait déterminer les n 4+ 1 machines o, . . ., ;.
11 faut en effet parcourir les entiers O, 1, 2, . . ., en partant de 0, jusqu’a ce que I’on ait trouvé
les n + 1 plus petits entiers ag, ai, . .., a, tels que, pouri =0, ..., n, ’ensemble A~ (a))

soit ’ensemble des transitions d’une machine de Turing numérique — cette machine est
précisément la machine w;. Partant de k = 0, on teste donc I’ensemble de transitions
A~ (k), pour savoir s’il satisfait aux conditions qui caractérisent une machine de Turing
numérique, et 1’on incrémente k jusqu’a ce que I’on ait trouvé n + 1 fois un ensemble A~! (k)
qui est ’ensemble des transitions d’une machine de Turing numérique.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la définition de la fonction A.

6.2.3. Une bijection N> — NN

Pour définir la fonction A dont il est question au paragraphe précédent, qui associe a
chaque sous-ensemble fini Z de 1’ensemble Tr(MTN) un entier A(Z) € IN nous définirons
d’abord une bijection v de I’ensemble

TI'(MTN) =N x {L, R, So, Sl, Po, Pl} x IN

dans I’ensemble IN, associant a toute transition t = (p, o, ¢) € Tr(MTN) unentier v(¢) € IN.
Pour cela, nous commengons par choisir une bijection

g:NxN— N,
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puisque IN x IN est ’ensemble des couples (état de départ,état d’arrivée) des transitions
t € Tr(MTN). Il y a beaucoup de manieres de définir une telle fonction g. La figure 6.2 en
indique deux.

5015 5125

411016 4116(17|18(19|20

316 |11]17 3191101111221

213|71(12|18 21415]61(13(22

111(4]8(13]19 111]2]7(14|23

0/0|12(5(19]14(20 00 |3|8(|15|24|35
01 2 3 4 5 01 2 3 45

(a) (b)

Figure 6.2
Bijections N x N — IN

L’ensemble IN x IN est représenté par un quart de plan divisé en cellules repérées chacune
par un couple de coordonnées entieres. Pour chaque couple (x,y) € N x IN, g(x, y) est
I’entier qui est noté dans la cellule de coordonnées (x, y), c’est-a-dire celle qui se trouve
dans la colonne x et la ligne y. Dans le premier tableau, on a par exemple g(3,2) = 18,
dans le deuxieme g(3,2) = 13. Définir une telle fonction revient a donner une maniere
de parcourir les cellules du tableau de telle maniere que toute cellule soit visitée une fois
et une seule dans le parcours. Des parcours tels que ceux de la figure 6.3 ne conviennent
évidemment pas, puisqu’ils ne visitent pas toutes les cellules du plan.

3 3
2 2
1 1{1(3(5]7]9]11
0 1|2 0/012(4|6]|8]10
1 3 01 2 3 4 5
Figure 6.3

Nous choisissons la fonction g : IN?> — I décrite par le tableau (b) de la figure 6.2. Le
principe de la construction de ce tableau est que, pour chaque n € I, les entiers naturels
appartenant a I’intervalle [ .. (n+1)>—1] = [n? .. n®>+2n]sont disposés dans la n-icme
ligne et dans la n-ieme colonne du tableau comme ceci:

n|n® n’+1 n? 42 ... n’*+4n
n’4n+1
0 n’+2n

0 ... n
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Le lecteur vérifiera que la fonction g peut étre définie précisément par la formule suivante,
valable quels que soient x, y € IN:

2 .

+ x six <y;
1 =1V
) 8(x.) {x2+2x—y siy < x.

Il vérifiera aussi que les fonctions 7y, 7, : N — IN x IN qui retournent, inversement, pour
chaque m € I le couple de coordonnées i (m) = x et mp(m) = y de la cellule dans laquelle
se trouve le nombre m, sont définies précisément par les formules suivantes, dans lesquelles
r(m) désigne, pour tout m € N, la « racine carrée entiere » de m, c’est-a-dire le plus grand
entier n € NN tels que n> < m:

_m— r(m)?> sim <r(m)?+ r(m);
o 71 (m) = { r(m) sim > r(m)? + r(m).

r(m) sim < r(m)*+ r(m);
r(m)? +2r(m) —m sim > r(m)? + r(m).

ma(m) = {
Une vérification des formules (1) et (2) consiste a en démontrer que

3) m(gx,y) =x; m(gkx,y) =y; g(m(m), m(m)) =m.

Ces égalités se démontrent par disjonction des cas qui interviennent dans (1) et (2).

6.2.4. Numérotation des transitions des machines numériques

Nous définissons maintenant une bijection v : Tr(MTN) — IN qui numérote toutes les
transitions des machines des machines de Turing numériques. Pour cela, pour chaque couple
(p, q) d’entiers naturels, nous imaginons les six transitions (p, L, ¢), (p, R, ), (p, S0, ),
(p,S1,9), (p, Py, q), (p,P1, q) placées dans la cellule de coordonnées (p, ¢g) de la figure
6.2 (b), comme cela est montré dans la figure 6.4.

4 (O,L,2) |5 (1,L,2) |6 (2,L,2) |13 (3,L,2)
(0,R,2) (1,R,2) (2,R,2) (3,R,2)

) (0, 80,2) (1,80,2) (2,80,2) (3,80,2)
0,81,2) (1,81,2) (2,81,2) (3,81,2)

0, P, 2) (1,P, 2) (2,P, 2) (3, P, 2)
0,P1,2) (1,P,2) (2,P1,2) (3,P1,2)

1 OLD |2 LD |7 Ll |14 G.L1D
(O,R, 1) (I,R, 1) 2,R, 1) (3,R, 1)

1 (O’ So, 1) (ls So, 1) (2’ So, 1) (3a So, 1)
0,8y, 1) (1,81, 1) (2,81, 1) (3,81, 1

(O’ Po, 1) (15 Po, 1) (2’ Po, 1) (3’ Po, l)

0,P, 1) (1,P, 1) (2,P1, 1) (3,P1, 1)

0 (0.L0 |3 (LLO) |8 L0 |15 (G.L0)
(0,R,0) (1,R,0) (2,R,0) (3,R,0)

(0, S0, 0) (1,80, 0) (2,80, 0) (3,80, 0)

01 s  1.5,0] @s.0| (35,0
(0, Py, 0) (1, Po, 0) (2, P, 0) (3, P, 0)
0,P1,0) (1,P1,0) (2,P1,0) (3,P1,0)

0 1 2 3

Figure 6.4
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Les cellules de ce tableau de 1I’ensemble Tr(MTN) sont numérotées selon le schéma de
la figure 6.2 (b), le numéro de chaque cellule étant noté en haut & gauche. Les six transitions
delacellule 0 ((0, L, 0) a (0, Py, 0)) sont numérotées de 0 a 5. Les six transitions de la cellule
1(0,L,1)a(0,P, 1)) sont numérotées de 6 a 11. Celles de la cellule 2 sont numérotées
de 12 a 17, et ainsi de suite: les six transitions de la cellule k recoivent les numéros 6k a
6k + 5. Chaque transition ¢ de I’ensemble Tr(MTN) recoit ainsi un numéro v(¢) € N. Par
exemple, le numéro de la transition t = (3,8, 1) estv(¢) = 6- 14 + 3 = 87.

Lapplication v : Tr(MTN) — NN ainsi définie est bijective, autrement dit, pour tout
entier n € N, il existe une transition ¢t € Tr(MTN) et une seule telle que v(¢) = n. Cela
provient de ce que tout entier n € IN peut s’écrire d’'une maniere et d’une seule sous la
formen = 6k +r aveck € Netr € [0 .. 5]: k est le quotient (k = n div 6), r est le reste
(r = n mod 6) de la division de n par 6.

Nous pouvons donner une formule pour cette fonction v, en désignant les opérations
L, R, 8o, Si, Py, P| respectivement par op,, op;, Op,, Op3, Op,4, 0ps. Alors, quels que soient
p,q € Netk €[0..5], le numéro de la transition (p, op;, ¢) est donné par la formule

v(p,op;, q) = 6g(p,q) +k,

ot g est la bijection N?> — IN définie au §6.2.3.
La fonction inverse de v est la fonction 7 : N — Tr(MTN) qui retourne, pour chaque
n € NN, la transition ¢ telle que v(¢) = n. Cette fonction t peut €tre définie par la formule

t(n) = (1 (n div 6), 0P, meqs T2(n div 6)),
ou 7 et 7, sont les fonctions IN — IN définies au §6.2.3.

6.2.5. Une bijection A : B¢ (Tr(MTN)) - N

Pour définir une application bijective A de I’ensemble des parties finies de Tr(MTN)
dans IN, nous posons, pour tout ensemble fini Z C Tr(MTN):

(0 AZ) =Y 2'0,
teZ
Par exemple, pour I’ensemble de transitions
2 Z ={(0,530,0), (0,81, 1), (1, Py, 2)},
ona

A(Z) — 2\)(0,3[),0) + 21)(0,31,1) + 21}(1,130,2) — 22 + 29 + 234'
Dans le systeme de numération binaire, ce nombre s’écrit
10000000000000000000000001000000100

avec 34 chiffres apres le premier 1 et 9 chiffres apres le deuxieéme.

Cet exemple montre immédiatement que la fonction A définie par (1) est une bijection de
I’ensemble des parties finies de Tr(MTN) dans IN. Premi¢rement, cette fonction est injective.
Pour deux sous-ensembles finis Z # Z’ de Tr(MTN), les nombres A(Z) et A(Z’) sont
différents car leurs développements en base 2 donc différents. Il y a en effet une transition
t qui appartient a I’'un des ensembles Z, Z’ et qui n’appartient pas a ’autre. Dans 1’un des
développements en base 2 des nombres A(Z), A(Z’), et dans I’un des deux seulement, il y
a un chiffre 1 en position v(¢) + 1.

Montrons encore que cette fonction est une application surjective de 1’ensemble des
parties finies de Tr(MTN) dans IN, a savoir que, pour tout n € N, il existe un ensemble fini
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Z C Tr(MTN) tel que n = A(Z). Considérons un n € IN quelconque. Ce nombre possede
un développement en base 2
n= Z ak2k,
k=0

avec ay = Oouar = 1 pour k =0, ..., r. Pour chacun des entiers k = 0, ..., r il existe
une transition ¢t € Tr(MTN) (et une seule) telle que k = v(¢). En prenant pour Z I’ensemble
des transitions ¢ € Tr(MTN) telles que v(¢) € [0 .. r] et a,) = 1, on obtient pour Z un
sous-ensemble fini de Tr(MTN) et I’on peut écrire

n= Xr:akzk => 20 = A(2).
k=0

teZ

6.2.6. Démonstration de la non-calculabilité de F

Nous allons démontrer maintenant que la fonction F : N — IN (6.2.1) définie par
1 si >>01""'0 € Dom|u,|;
0 si >01""'0 & Dom|u,|

n’est pas calculable. Nous le ferons par réduction a I’absurde, en utilisant le théoréme
auxiliaire suivant.

(1) VnelN: F(n):{

Théoréme 1. Pour toute fonction calculable F : N — I telle que PrtF = {0, 1}, il
existe une machine M’ € MTN telle que, pour tout n € IN:

0 si >01"'0 € Dom|M'|;
1 si>01""'0 & Dom|M’|.

Démonstration. 1.idée de la démonstration est donnée dans la figure 6.5. On suppose
que F : N — NN est une fonction calculable quelconque telle que Prt F = {0, 1}. Il existe
donc une machine M € MTN telle que F = «;|M|B. Une telle machine M, munie d’une
assertation, est représentée dans la figure 6.5. L’ensemble d’états Q™ est un intervalle
[0 .. p] de IN, O est I’état initial, p 1’état final. La machine M’ est construite simplement
en ajoutant a M les transitions (p,R, p+ 1), (p+ 1L,R,p+2), (p +2,80, p +3) eten
prenant p 4+ 3 comme état final. Il est clair que M’ € MTN. Un état de ruban w qui satisfait
I’assertion de p + 2 appartient au domaine de 1’opération S si et seulement si F(n) = 0.
Donc un état de ruban initial w = > 01"*10 appartient au domaine de |M’| si et seulement
si F(n) = 0. Cette machine M’ vérifie donc (3). Une démonstration plus détaillée de ce
théoréme est donnée dans [A].

3) F(n) = {

Théoréme 2. La fonction F : IN — IN définie par (1) n’est pas calculable.

Démonstration. Supposons que F soit calculable. D’apres le théoreme 1, il existe une
machine M’ € MTN qui vérifie (3) pour cette méme fonction F. Soit k le numéro de cette
machine M’ au sens de la bijection ;& : N — MTN, autrement dit soit M’ = ;. On peut
remplacer M’ par p; dans (3). Donc, pour tout n € N, on a
0 si >01""'0 € Dom|ul;

1 si >01"1'0 & Dom| .

Les égalités (1) et (4) sont vraies pour tout entier n. Or pour n = k elles se contredisent.

“) F(n) = {

6.2.7. Exercice
Déterminer manuellement les machines o, (1, 12, 13 ainsi que les valeurs F(0), F (1),
F(2), F(3) de la fonction F définie par 6.2.6(1).
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Machine M
w= >01""0

l 0
(w = >01"10 )
i

i :

[EIxEIy Tw=xD> OIF(”)“Oy)

1

Axdy : w = x > 01FWF1Qy

Figure 6.5

6.2.8. Exercice

Ecrire un programme qui, étant donné un entier n € IN quelconque, fournit I’ensemble

Machine M’
w = >01"10

l 0
[w = >01"*10 ]
]

i :

[EIxEIy Tw=xD> OIF(”)HOy]

R

p+1
[EIxEIy cw=x0> 1F(")+10y]

R

p+2
[EIxEIy cw = x01 > 17™0y ]

S0 p+3
[ F(n)=0 ] => F(n)=0

des transitions de la machine u,. Le choix du langage de programmation est libre.



