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4 Motivation

Lalgorithme de minimisation min pour les AFD

Admettons
— deux AFD A et B acceptant le langage E
— A et B n'ont pas d’états inaccessibles
- A min(A) et B o min(B)

Question A’ =B ?

Réponse non, mais A’ = B’

Justification A’ =~ =4 = =5 = = = B’

\
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Plan de la lecon A

Motivation

Définition du concept
{A|AFD(A) } = {= |MN(=)}
Le theoreme de Myhill-Nerode

Une application

S T

Exercises
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-

Admettons
— Y un alphabet
— E C ¥* un ensemble régulier
Définissons une relation = C ¥* x ¥*, dite de Myhill-Nerode pour
E?, par les propriétés suivantes :
Equivalence = est une relation d’équivalence
Congruence a droite pour tout m,n € ¥*etl € %,
si m=n alors m:l =n-l

Definition du concept )

Raffinement pour tout m,n € X%,
si m=n alors me Essine FE

Finitude de I'index = a un nombre fini de classes d’équivalence

K 2nous introduisant le prédicat unaire ‘MN’ prononcé "est une relation de Myhill-Nerode" J
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Admettons

def

( [A|AFD(A)} = {= |MN(=)}

(A—=4):{A|AFD(4) } = { = | MN(=) }

— Y un alphabet et £ C ¥* un ensemble régulier

m =4 n ssi 6(s,m)=0d(s,n)

Remarques

1. =, est une relation de Myhill-Nerode pour £
\ 2. on dit que A induit la relation =4 dans I'ensemble *

- A= (Q,%,9,s, F)un AFD (sans états inaccess.) acceptant £
Deéfinissons une relation =, C X* x X* t.q. pour tout m,n € ¥*,

Intuition deux mots m et n sont dans la relation =, si et seulement
si 'automate A s’arréte dans le méme état pour les deux mots

~
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Admettons
def

- A=(Q.%,0,s,F)

1. a est bien défini : [m]
définition de =4

def

— A, B (= An) o (A =0))(A) B (Q, 5,0, F)

def ¢

— une application a : Q' — @ telle que a([m]=,) = (s, m)
Montrons « est un isomorphisme d’automates :
= [n]=, ssi 0(s,m) = d(s,n) par

=A

2. a estinjective : si [m]=, # [n]=, alors (s, m) # (s, n)
3. a est surjective : A n’a pas d’états inaccessibles
4. a est un homomorphisme (d’automates) : ...

[ [A|AFD(A)} = {= |MN(=)}

(ao(=r Az))o (A =4) =1{ 4| aFD(1) }

~
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" {A|AFD(A)} = {= |MNE=)} )

(== A2):{= [MN(=) } = { A| AFD(4) }

Admettons
— Y un alphabet et £ C ¥* un ensemble

— = une relation de Myhill-Nerode pour £

Définissons A~ % (., 4, s, F) un AFD tel que
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def def
< {ml=|meE} -
Remarques
1. ¢ est bien définie : pour tout n € [m]=, [m-l]= = [n-l]=.
\ 2. L(Ao)=F j
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" [A|AFD(A)} = {= |MN(=)} )

(ao(= Az))o (A =4) =1{ 4| arD(a) } (Suite)

a est un homomorphisme (d’automates), a savoir a conserve :
1. létat initial s’ : a(s’) = s
par définition de ¢/, a, et §

2. la fonction de transition ¢’ : a(d'([m]=,,1)) = é(a([m]=,), 1)
par définition de &', a, 4, et a

3. les états finaux : [m]=, € F”’ ssi a([m]z,) € F
par définition de F’, par L(A) = E, et par définition de «

Conséquence ao (=— A=)o (A— =4) =1{ 4| arD(4) }

N /
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(A =a)o(ao (= A2)) =11 = | mni=) )

Admettons zAzdéf (A= =4)0(

[
1
S

ll_/

0D

Montrons (m,n) € =4_ ssi (m,n) € =

m=4_n ssi 6(s,m)=0(s,n)
ssi d([e]=,m) = d([e]=, n)
ssi [m]|= = [n]=
ssi m=n

Conclusion (A — =4)o(=— A=) =1; = | un=) }

\_

( [A|AFD(A)} = {= |MN(=)}

~

/
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Admettons > un alphabet et £ C ¥* un ensemble

” Le théoreme de Myhill-Nerode

Définissons une relation =; C ¥* x ¥* t.q. pour tout m,n € ¥*,

~

‘szn ssi pourtoutm’ € ¥*, mem' € SSinom/EE‘

Propriétés = est (1) une relation d’eéquivalence, (2) une

E et a donc un index fini.

Théoreme les propositions suivantes sont équivalentes :
1. E estrégulier

2. il existe une relation de Myhill-Nerode pour E
K 3. =z a un index fini

congruence a droite, (3) le raffinement le plus grand pour E, et
(4) si E estrégulier alors =g correspond a un AFD minimal pour
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" {A|AFD(A)} = {= |MNE=)} )

(A =4)o(ao(=— A2)) =11 = |mn=) } (suite)

Li=iuney = (A= =a)o(=—As)
= (A—=4)ol{a|arp@) o (= A2)
= (A—=p)oao(=— Az)o (A =4)o (= A)
= (A= =a)oao(==A)oli= une) )

= (AHEA)oao(EHAE)

. def P
Conclusion (A =,4)"' = ao (= A_) — et par conséquence

(A +— =4) — est un isomorphisme (un homomorphisme bijectif) :

(A =x)""o(A—=4) = 1{a|arp@)}

\ (AHEA)O(AI—)EA)_l = 1{E|MN(E)} J
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" Le théoreme de Myhill-Nerode )

=g est une congruence a droite

1 m=gn hyp
2 Vive X*)(imeve E & neveE) 1
3 leX hyp
4 me(""em')e E < ne(""em')c E 2
5 (me""Yem'c¢ E < (ne"l"Yem' € F 4
6 m-lem' € E & nlem' e E 5
7 VveX)(mleveE & nlevekE) 6
8 m-l =g nl 7
9 leXY=ml=gnl 3,8
10 V(I € X)(m-l =g n-l) 9
& A&C 2003/2004 11 EPFL J
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” Le théoreme de Myhill-Nerode

=y est un raffinement pour £

/

1 m=gn hyp
2 ViveX*)imeveE & neve k) 1
3 meec k & neecc Kk 2
4 meFkE&Snekl 3
5\ m=pgn=(meFE&neck) 1,4
\ A&C 2003/2004 12 EPFL
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Rappel Soit

” Le théoreme de Myhill-Nerode

=p correspond a un AFD minimal

A 8,8, s F) < min(A) acceptant E. Alors

p,q € @ sont regroupés dans le méme état dans A’ ssip~ ¢ :

~

prq ssi pourtoutm € X, §(p,m) € F ssi d(q,m) e F
m=gn SSi YveX)(meveFE & nevekE)
ssi V(veX)('(s,mev)e F' < §(s',nev)eF)
ssi V(v e X' (s',m),v) € F' & §('(s',n),v) € F')
ssi &'(s',m) ~ d0'(s',n)
ssi &'(s',m) =0d'(s',n)
K SSi m =aNn /
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" Le théoreme de Myhill-Nerode )

=p, est le raffinement le plus grand pour £

Soit = ¥* x X* une congruence a droite et un raffinement de £ :

m=n hyp
V(v eX*)(mev=neuv) 1, congr., lemme
mev=nev 2

meveEE & nevelk 3, raffinement
Vive X ) meve E < nevekE) 4

m=gn 5

1,6

N O 0o AW ND =

M=n=>Mm=gn

N J
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4 )

Une application

Montrons E % { i e bi | i > 0} n'est pas régulier, c’est-a-dire, =g,
n’a pas un index fini.

Preuve Soient k,l € Nt.q. k # (. Alors a* e b* ¢ Emais a' e b* ¢ E.
Donc il n’est pas vrai que a* ¢ b* € E ssi a' e b* € E, et ainsi
a* #g a!. Cest-a-dire, a* et o' sont dans 2 classes d’équivalence
différentes, et ceci pour k (ou [) aussi grand qu'il soit. Donc =g a
un nombre infini de classes d’équivalence.

o
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4 Exercices

Relations montrer que
1. =4 est une relation de Myhill-Nerode, et que L(A=) = F

2. si une relation = C ¥* x ¥* est une congruence a droite,
alors pour tout m’ € ¥*, si m=n alors mem' =nem’

Théoreme le demontrer

. . def y
Application montrer que E <= { a" ¢ b™ | n > m } n’est pas un
ensemble régulier en utilisant ce theoreme

\_
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